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U radu se najpre razmatraju probiemi matematiekog i 
numeriCkog modeliranja b h j a  preko Sirokih pragova 
u burnom r e i i u .  Ovi problemi su vezani za pqavu 
nagle lokalne promene dubine uzvodno od pragova 
(pojavu hidrauliCkog skoka) i naCin proraeuna unu- 
trahjeg granihog uslova. Za numeriCko modeliranje je 
lzabrana eksplicitna raCunska shema MacCormack. 
Ona pripada grupi Metoda konaCnih razlika koje daju 
tzv. slebe rebnja. Nakon teorijskih razmatranja slede 
opis laboratorijske instalacije u kojoj je analizirano 
teCenje preko Sirokih pragova i prikaz uslova pod kqima 
su imedeni eksperimenti. Rezuttati eksperimentalnih 
merenja posluiili su zavedikaciju izabranog raCunskog 
modela. Numeri6ki je simuliran jedan eksperiment. Do- 
bijeni rezultati uporedeni su sa rezultatirna merenja i dat 
je odgovarajuCi komantar. 

KI'p&let& Qroki prag, unutrainji graniCni uslov, buran 
reiim, hidrauliCki skok, slabo reSenje, laboratorij-ska 
merenja, numerEka simulacija 

I. UVOD 

TeCenje preko dirokih pragova u burnom reiimu je, sa 
gledigta matematiCkog i numerckog modeliranja, inte- 
resantno iz nekoliko razloga. Prvi razlog je forrniranje 
hldrauIiCkog skoka uzvodno od svakog praga. Drugi je 
Cinjenlca da diroki prag, koji se nalazi na pdetku ili kraju 
razmatrane deonice, u hidrauli6kom smislu predstavlja 
'Eisr graniCni uslov - veza izrnedu dubine na pragu i 
protoka je u ovom sluCaju jasno definisana, tako da se 
merenjem dubine na pragu vrlo lako moie odrediti 
nepoznata vrednost protoka. TreCi razlog leti u Cinjenici 

da se Siroki prag, koji se nalazi izmedu najuzvodnijeg I 
najnizvodnijeg profila, mora tretirati kao unutraSnji gra- 
niCni uslov. 
HidrauliCki skok se, kao Sto je poznato, manifestuje kroz 
naglu lokalnu promenu dubine. To je, zapravo, vodeni 
valjak sa horizontalnom osom u kojem je, zbog izra- 
ienih vertikalnih ubrzanjai velike zakrivljenosti strujnica, 
naruSen hidrostatiCki raspored pritiska po vertikali. U 
zoni hidrauli6kog skoka, dakle, ne vaie osnovne pret- 
postavke na kojima je baziran klasibn rnatematiCki 
model neustaljenog teCenja sa slobodnom p6vrSinom - model zasnovan na Saint-Venant-ovim (parcijalnim 
diferencijalnim) jednaeinama. ImajuCi u vidu Cinjenicu 
da reSenje integralih jednaCina zavisi sarno od kon- 
turnih uslova, a ne od toga Sta se dekva unutar razma- 
trane kontrolne zapremine, hidraulieki skok bi, strogo 
uzevSi, trebalo modelirati korigenjem integralnih jedna- 
Cina. MeUutim, Lax je joS pedesetih godina ovoga veka 
pokazao da se za modeliranje naglo promenljivih to- 
kova, kao 30 su hidrauliCki skok i talasi sa strmim 
Celom, mogu koristiti diferencijalne jednaeine, ali samo 
pod uslovom da su te jednacine ~zvedene iz integralnih 
ednaCina dobijenih primenom zakona o d r h j a  mase i 
LolEine kretanja. Resenja tako izvedenih direnciialnih 
jednaCina ekvivalentna su reSenjirna polaznih (integral- 
nih) jednaCina i nazivaju se 'slebim resenjime'. 
U ovom radrsu za modeliranje teCenja preko Sirokih 
pragova u burnom reiimu koricene diferencijalne jed- 
naCine i raCunska shema koja daje slaba reSenja. Rei: 
je o eksplicitnoj raCunskoj shemi MacCormack. Ona 
pripada grupi Metoda konaCnih razlika i ne zahteva 
uvodenje posebnog algoritma za otkrivanje poloiaja 
hidrauliCkog skoka. Primenom sheme MacCormack os- 
novne jednatine se reSavaju u dve etape. Zahvaljujuci 
tome, postife se taCnost drugog reda u prostoru i vre- 
menu. 
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Za potrebe veriikacije rGunske sheme MacCormack i 
analize unutraSnjeg graniCnog uslova, u HidrautiCkoj 
laboratoriji lnstituta za hidrotehniku Gradevinskog fa- 
kulteta u Beogradu napravljen je fidCki model koji se 
sastoiao od tri giroka praga priCwl;dena za dno labora- 
torijskog kanala. U radu je numeriCki simuliran samo 
eksperiment u kojem je nagib dna bio ve6i od krienog, 
to jest eksperiment u kojem se ostvarivalo burno teCenje 
preko Crokih pragova. Rezuttati numeriCke simulacije 
uporeUeni su sa rezultatima merenja u laboratorijskom 
kanalu i dat je odgovarajuCi komentar. 

MaternatiCki model linijskog neustaljenog t&enja sa 
slobodnom powsinom predstavljaju Saint-Venant-ove 
parcijalne diferencijalne jednaCine. One su izvedene iz 
integralnih jednatina dobijenih primenom zakona odr- 
ianja mase i koliCine kretanja na kontrolnu zapreminu 

~ 

smegtenu izmedu dva proizvoljno izabrana popreCna 
preseka. Vektorski oMik Saint-Venant-ovih jednaCina 
dat je sleddm iaazom: 

u t + & = s  (1 a) 

? gde je: 

Saint-Venant-ove jednGine (1) napisane su u konzer- 
vativnom oblikul. One obrazuju sistem nehomogenih, 
nelineamih, parcijalnih diferenajalnih jednaCina 'hiper- 
boliCkog tipa. Opisani matematiCki model predstavlja 
osnovu tzv. dimAdnog pristupa problemu modeliranja 
tokova sa naglom tokalnom promenom dubine i protoka 
i podrazumeva primenu metoda numeriae integracije 
koje daju slaba regenja, tj. regenja koja pokrivaju i oblast 
u kojoj su funkcije osnovnih velgina toka kontinualne i 
diferencijabilne i oblast u kojoj se javlja njihov diskon- , 

tinuitet 

Pored ispisivanja jednaCina (I), matematitka formu- 
lacija razrnatranog proMema podrazumeva i definisapje 

I 

poCetnih i graniCnih uslova bez kojih bi regavanje ovih 
jednatina bilo nemoguke. Pdetnim uslovima definib 
se raspored dubina i protoka dui  kanala u trenutku t=O. 
Promena zavisno promenljivih p k o p  vremena u najuz- 
vodnijem i najnizvodnijem profilu definik se spoljaSnjim 
graniCnim uslovima. Broj granidnih uslova koji se zadaju 
u granihim profilima (najuzvodnijem i najnizvodnijem) 

1 
zavisi od reiima t&ja i dimenzionalnosti problerna. 
Kod linijskog t&enja u burnom re2imu u najuzvodnijem 
profilu treba zadati oba graniCna usbva (h(t) i Q(t)). 

1 

Definisanje granienog uslova u najnizvodnijem profilu 
I 

nije potrebno. Lipijsko teCenje u mirnom reiimu zahteva I 
da se u najuzvodnijem i najnizvodnijem profilu zada po 
jedan graniCni uslov: Q(t) ili h(t) uz obavezno poz- 
navanje hidrauliCke zavisrrosti Q(h). I 

L A  1 
lndeksi x i t u jedndi i  (1 a) predstavljaju, redom, skra- 3. NUMER~CKI ~ D E L  

Gene oznake za pmijalni izvod po vremenu i parcijalni Z, numeriCku integraciju sidema prine- izvod po prostoru. PowSina poprehog preseka A i 
protok Q su zavisno promenljive. VeliCina oznaCena sa njena je, kao 30 je veC r&eno, eksplicitna raCunska 

11 predstavlja statiCki moment povrgine poprehog pre- shema MacCormack- Ona mpada gmpi metoda ko- 
seka u odnosu na powginu vodenog ogled&, a nahih radika k* daju slabs rebnla. Metoda le Prvo- 
veIEina k prir&a std&og momenta powgine PO- biho razvijena za rekvanje ptoblema iz oblasti gasne' 
preCnog preseka usled neprizmatiCnosti korita. Za dinamike, a krajem osamdesetih godina je p&ela da se 
prizmatiCan kanal pravougaonog popreCnog preseka primenjuje u hidraulici za proraeun otvorenih tokova sa 
Il=0.56h i 12 '= 0 (6 je girina vodenog ogledala, a h naglim lokalnim dubine i protoka kao 30 
dubina vode). su tokovi kod kojih se iavlja hidraulia skok ili usamljeni 
Nagib dna oznaCen je sa So: Mas sa strmim &om. DosadaSnja ishustva ratliCitih 

1 

d u  So = - -- (2) autora 141, [51, [61, [91, [lo], [I 11, [I21 i [131, su pokazala 
dx da je eksplicitna raCunska shema MacCormack veoma 

gde je zd kota dna, a nagib Dnije energije sa Sf. On je efikasna u rekvanju ovih problema. Pri regavanju 

definisan Manning-ovom formulom: jednatina linijskog teCenja metoda daje identiCne rezul- 

(3) 
tate kao modifikovana shema Lax-Wendroffa. 

I 
n 2 ~ 1 9 1  

sf= a 2 d $  Primenom sheme MacCormack osnovne jedna6ine se 
na svakom wemenskom nivou regavaju u dve etape. U 

gde je n Manning-ov koeficijent, a RH hidrauli&i radi- pwoj etapi - etapi 'predikor', predvaaju ge vrednoa 
jus. 
- 

zavisno promenljivih na novom vremenskom ~ivou na 

'U jednaEinarna koje predstavljaju rnatematiEku torrnulaciju Wona  o d h j a  neke fniEke veliiine (mase, koliEine kretanja, energlje. 
entropip), napmanirn u konzervativnorn obliku,rnote se uoEi dwergencija 9 veliine. Detaljnije videti u [6]. 1 
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osnovu poznatih vrednosti sa prethodnog vremenskog 
nivoa. U drugoj etapi - etapi "korektor' koriguju se 
vrednosti iz prethodne etape. Nova vrednost se dobija 
osrednjavanjem vrednosti sa prethodnog vrernenskog 
nivoa i korigovane vrednosti. 
JednaEine numeriCkog modela linijskog toka baziranog 
na shemi MacCormack glase: 

- Etapa 'prediktor' (poCetna vrednost) 

- Etapa "korektor' (korigovana vrednost) 

- Nova vrednost 

lndeks i u prepodnim jednaCinama predstavlja redni 
broj profila, U je vektor zavisno promenljivih sa pre- 
thodnog vremenskog nivoa, UP i U su odgovarajudi 
vektori poCetnog i korigovanog regenja sraCunati u 
prediktor odnosno, korektor etapi, a d+ vektor reienja 
na sledecem - (k+ 7)am vremenskom nivou. 
Operatori prostorne diskretizacije iz jednaCina (4) i (5) 
su jednostrani, Bto znaCi da predstavljaju ili razliku 
unazad V ili razliku unapred A. 

a) Razlike unazad: 
VxE,= &-&I (7) 

b) Razlike unapred: 

U korektor etapi se uvek koristi operator suprotan onom 
koji je koriscen u prediktor etapi. Ovakvim etapnim 
reiavanjem zadatka i simetriCnom izmenom operatora 
postiie se taenost drugog reda u prostoru i vremenu. 
Redosted operatora konatnih radika moie se na 
svakom vrernenskom nivou alternativno menjati. Kod 
linijskog teCenja na raspolaganju su dve opcije: na 
jednom, k-tom vremenskom nivou se u prediktor etapi 
koristi razlika unazad (V), a u etapi korektor razlika 
unapred (A), dok se na narednom, (k+l)+m vremen- 
skom nivou u etapi prediktor koristi razlika unapred (A), 
a u etapi korektor, razlika unazad (V). Ova ciklitna 
izmena redosleda operatora omogucava da se, u 
sluCaju jednovremene pojave oba reiima teCenja, utvrdi 
smer iz kojeg pristiie informacija bez uvodenja dopun- 
skih pretpostavki o smeru prostiranja uticaja, koje bi 
mogle dovesti do grubih grehka. Zahvaljujuci ovoj 
osobini, raCunska shema MacCormack se moie pri- 
meniti kada se reiimi dui kanala naizmeniho srnenjuju 
(tkenje preko iirokih pragova kada je nagib dna vedi 
od kritiCnog), kao i u sluEajevima nastanka i prostiranja 
izolovanog talasa sa strmim Celom. 

S I .  1. - RaEunske tatke za proraEun unutrasnjeg gran~Enog 
uslova u mlrnom retimu (So<So,kr) (Metoda karaktercstika) 
Subcritical flow (So<So,kr)- computational points for calculation of 
internal boundary mndition (Method of Characteristics) 

S I .  2. - RaEunske taEke za proraEun unutragnjeg graniEnog 
uslova u burnom refirnu (S0,So.k) (Metoda karakteristika) 
Supercritical flow (SO>SO,~)- computational points for calculation 
of internal boundary condition (Method of Characteristics) 

Graniixliuslovi Vec je reCeno dale prilikom rnodeliranja 
neke fiziCke pojave ili procesa za valjano definisanje 
problema, pored ispisivanja jednaCina matematitkog 
modela, neophodno zadati poCetne i graniCne uslove. 
Takode je istaknuto da se u sluEaju teknja preko 
6irokih pragova njihovim postavljanjem na poktku i 
kraju razmatrane deonice obezbeduje relativno jed- 
n ~ c i d d n i s a n j e  spoljaSnjih granihih uslova, jer se 
merenjem dubine na pragu, na osnovu poznate veze 
izmedu dubine i protoka, rnoie odreditinepomatawed- 
nost proticaja Medutim, kada se prag postavi izmedu 
najuzvodnijeg i najnizvodnijeg profila, problem postaje 
sloieniji. U tom sluCaju prag se mora tretirati kao unu- 
traSnji graniCni uslov. UnutraSnji graniEni uslov razmatra 
se isto kao i spoljasnji (kada u graniCnim profilima - 
najuzvodnijem i najnizvodnijem, ne postoje pragovi), a 
to podrazumeva da se kraj uzvodne deonice tretira kao 
nizvodni, a po6etak nizvodne, kao uzvodni granicni 
uslov (slika 1). 
ProraCun unutrahjeg graniCnog uslova zasniva se na 
primeni Metode karakteristika, zato 30 je to jedina 
metoda koja obezbeduje pouzdan prenos informacija u 
razmatranu oblast strujanja (kroz najuzvodniji profil) i iz 
razmatrane oblasti (kroz najnizvodniji profil). 
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U sluCaju kada je nagib dna vedi od kritiCnog (slika 2) ,  oblika, dimenzija Bxh=12 cm x 24.5 cm. Kanal je 
neposredno uzvodno od praga se ostvaruje mirno teCe- dugakk 240 cm. Za dno kanala priivrscena su tri praga 
nje. Teknje nizvodno od praga je burno. Na kraju duiine (u pravcu toka) L=9 cm i 5irine 8=12 cm. Visine 
uzvodne deonice (u preseku P na uzvodnom kraju uzvodnog, srednjeg i nizvodnog praga su, redom: 
praga) treba, dakle, koristiti jednaCinu pozitivne karak- Pu=3.065 cm, Ps=2.998 cm i Pn=3.033 cm. Rastqanje 
teristike sa odgovarajucim uslovom kompatibilnosti. U izmedu pragova iznosi Lw=LLxr=58.5 cm. 
preseku M, nakraju praga, treba 'zadatim obe zavisno 4-1 ,,* pod kma & skprinnti promenlj~ve - dubinu ( h ~ )  i protok (Oh.  PoSto ukupno 
ima pet nepoznatih - dubin.e i prototi u preseci& P i Preliminarnim ispitivanjima je utvrdeno da je pri proto- 
M (hp, Q p ,  h~ i QM) i poloiaj 'bazem pozitivne karakteris- cima iz intervalaod 0.2 Its do pribliino 1.0 Its naopisanoj 
tike (taCka L), za njihovo odredivanje je, pored jednaeine laboratorijskoj instdaciji, za svaki od pragova, zado- 
pozitivne karakteristike i odgovarajudeg uslova kom- voljen uslov: 0.08s hl lL< 0 .33~ .  
patibilnosti, potrebno napisati jof tri relacije. Dve, od 
potrebne tri veze, su jednaCina odrianja mase, prema 
kojoi protoci sa obe strane praga moraju biti isti, i 
energetska jednaCina za preseke na pragu i uzvodno 
od praga. PoSW je tkenje nizvodno od praga burna, 
umesto t rek  relacije, u preseku M se zadaje dopunski 
graniCni uslov - na p r i i r ,  kritiCna dubina. lako se 
kritiCna dukna ne javlja u preseku na kraju praga, 
smatra se da se uvodenjem navedene pretpostavke 
bitno ne narukva kvalitet dobijenih rezultata. 

Detaljan opis laboratorijske instalacije na kojoj su 
vrfena merenja za potrebe verifikacije raCunske sheme 
MacCormack i analize unutragnjeg graniCnog uslova 
moie se naci u [5] i [7]. Ovde ce se navesti samo njeni 
osnovni elementi. To su: uzvodni rezervoar, laboratorij- 
ski kanal promenljivog nagiba dna (slika 3),  lenjir fik- 
siran imad dna kanala sa memom iglom koja po njemu 
klizi (slika 3) i nizvodni rezervoar sa ThomsonQvim 
prelivom. PopreCni presek kanala je pravougaonog 

Merenja su bila podeljena u dve grupe. Eksperimenb 
prve grupe odnose se na ustaljeno, a eksperimenti 
druge grupe na neustaljem teknje. Za merenja u us- 
taljenom hidrauliCkom reiimu koricene su merna igla 
na fiksnom lenjiru m a d  dna kanala i rnerna lgla na 
Thomson~vom prelivu. Eksperimenb u neustaljenom 
hidrauliekom reiimu zabeleieni su VHS v~deo-kame- 
rom Cija je brzina snimanja 25 kvadrata u sekundi. U oba 
slukja merenja su sprovedena za tri vrednosti nagiba 
dna: So =7.84 %, So =3.32 % I So =0.61 %. OVI nagibi 
dna odgovaraju, redom: nepotopljenom prelivaniu u 
burnom relimu, nepotopljenom prelivanju u mirnom 
reiimu i potopljenom prelivanju. U ovom radu bice 
prikazani samo eksperimenti koji se odnose na teCenje 
u burnom reiimu So =7.84 %, jer tada uzvodno od 
pragova dolazi do formiranja hidraulitkog skoka. Rezul- 
tati ostalih eksperimenata mogu se naci u [5] i [7]. 
lspitivanja ustaljenog teCenja preko firokih pragova 
sprovedena su za nekoliko vrednosti protoka iz opsega 
(0.2; 1 .O')l/s. Sa promenom protoka menja se i polozaj 
kritihog preseka na pragu. Da bi se broj mogucih 
grekka prilikom kasnijeg oCitavanja video-snimaka 
smaniio, odluCeno ie da se dubine na uzvodnom i 
nizvodnom pragu mere u fiksnim presecima i da se, 
zatim, na osnovu tih podataka formiraju krive protoka 
koje ce posluiiti za proraCun graniCnih uslova prilikom 
numeri&e simulacije eksperimenata u neustaljenom 
reiimu. 

Na slikama 4 i 5 prikazane su krive protoka za uzvodni 
i nizvodni prag pri So=7.84%. StatistiCka analiza rezul- 
tata merenja je pokazala da se eksperimentalne vred- 
nosti najbolje prilagodavaju stepenoj zavisnosti: 

Vrednosti koeficijenata a i b, odredene primenom me- 
tode najmanjih kvadrata, date su u Tabeli 1 .  

Tabela 1 :  Vrednosti koeficijenata iz (9) za So -7.84 % 

S 1 .  3. - Laboratorijski kanal 
Laboratory rig 

uzvodni prag 0.3400 1 4160 

0 7672 1 6497 nizvodni prag - _ _ _ _ - 

'~slov koji treba da bude ispunjen da bi se Biroki prag tretirao kao kratki objekat. 
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njem ovog uredaja odredeni su nivogrami u presecima 
na uzvodnom i nizvodnom pragu (uzvodni i nizvodni 

CI 
' graniCni uslov) i presecima izmedu pragova. Podaci su 

E 15: - .  oCitavani sa prostornim korakom h = 5  cm. Vremenski 
korak prilikom kitavanja iznosio je Af=0.2 s - &itavan 
je svaki peti kvadrat video-trake. Naosnovu zabeleienih 
nivograrna rekonstruisani su poloiaji linije nivoa u razli- 
Citim vremenskim trenucima. 

S I .  4. - Kriva protoka za uzvodni prag pri So ~ 7 . 8 4 %  
Discharge curve at upstream broadcrested weir when So =7.84% 

S I .  5. - Kriva protoka za nizvodni prag pri So =7.&% 
Discharge curve at downstream broad-crested weir when So 
=7.84% 

Merenja u ustaljenom hidrauliCkom reiimu posluiila su 
i za odredivanje ekvivalentne vrednosti Manning-ovog 
kdcijenta otpora (n). Po30 su dno kanala i zidovi 
izradeni od razliCitih materijala (Celik i staklo), za 
odredivanje tzv. kompozitne rapavosti prirnenjen je po- 
stupak kojeg su definisali V a n n o n i i B r o o k s [8]. 
Utvrdeno je da je vrednost ovog koeficijenta nq = n 
=0.009 m I3s. 

Pre nego 30 se opiSu uslovi pod kojima je izveden 
laboratorijski eksperiment i pre nego Sto se rezultati 
numeriCke simuiacije uporede sa rezultatima merenja u 
kanalu, ukazade se na jedan problem. On b biti ilus- 
trovan na hipotetiCkom primeru ustal'enog tehnja pre- 
ko tri Siroka praga u burnom reiimd. Sva tri praga su 
iste visine (P=0.25 m) i nalaze se na jednakom 
medusobnom rastojanju (AL=300 m). PopreCni presek 
kanala je pravougaonog oblika Sirine 6 m. Nagib dna 
kanala je So=0.3 %. U najuzvodnijem profilu protok je 
konstantan i iznosi Q=20 m3/s, a dubina je jednaka 
kritiCnoj dubini hr= 1.04 m. Pketni uslov je: Q(x,O) =20 
m3/s i h(x,O) =2 m. Ovakav graniCni uslov ne odgovara 
ustaljenom teCenju u kanalu pri So=0.3 % i Q=20 m3/s. 
Ukoliko je primenjena metoda konvergentna, posle 
odredenog broja rakunskih koraka trebalo bi da se 
dobije reSenje kod kojeg se uzvodno od svakog praga 
formira hidrauliCki skok i kod kojeg dubina nizvodno od 
svakog praga teii normalnoj dubini hn =0.76 m. 

Razmatrana su dva sluCaja. U prvom sluCaju nije zadato 
nikakvo ograniCenje u pogledu minimalne dozvoljene 
dubine (hmin =0) [lo]. lmajudi u vidu elementarne prin- 
cipe hidraulike, po kojima dubina u burnom reiimu pri 
hk>hn ne moie biti manja od normatne dubine, u dru- 
gom primeru je usvojeno da je hmin =hn =0.76 m. 

Prilikom ispitivanja u neustaljenom reiimu protok je u 
svakom eksperimentu mNleVrOm ZatVarak na uzvod- Na Slici 6 prikazane su linije nivoa koje odgovaraju 
nom kraju kanala @lika3) poveCavan Od neke (poCetne) ustdjenom tkenju preko Slrokih pragova u burnom 
vrednmti QP do ride (krainje) wednosti Qr . Pri tom se reiimu. Slika Ga odgovara prvM (hnin =0), a slika 6b vodilo raCuna da wednosti Qp i Qk budu iz intervala 
[0.2; 1.01 11s. Na Thomson-ovom prelivu je tokom sva- drugom primeru (hmin =hn =0.76 m). Llkoliko se ne zada 

keg eksperimenta, radi kontroJe, meren nivo, tj. pradena fiziCki realno 0granICenje U pogledu minimdne do- 
je promena protoka. Na taj naCin je bilo moguce ubrditi zvoliene dubine, u reknju se ispred i iza skoka javljaju 
kada je u kanalu ponovo uspostavljeno kvaziustaljeno intenzivne oscilacije (Slika 6a) kada se dubina u kanalu 
tebnje. pribliii normalnoj dubini. U sluCaju kada je hmin =hn 

Svi opiti iz druge grupe su, kao a0 je v& pomenuto, oscilacije ispred skoka jog uvek su prisutne, ali SU 

zabeleieni video-kamerom. OCitavania su izvrgena znatno manje izraiene nego kada je hmin=O. Oscilacije 
pomocu sistema za analizu video-snimaka. KoriSde iza skoka su praktiCno zanemarljive. 

3~rimer je preuzet od Garcia-Navarro et at. [ I  0] 
4 1 ~  elementarne hidraulike je poznato da dubina u kanalu teti normalnoj dubini kada je hk > hn i kada je So >So,kr 
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S I .  6. - Ustaljeno &nje preko Sirokih pragova u bumom retimu; 
(a) hm~n =Om 1101 , (b) hmin s h n  -0.76m 
Steady supercritical flow over a sequence of broad-crested weirs; 
(a) hmn =Om [ I  01. (b) hmtn ~ h n  =0.76m 

Na osnovu ovog primera rnoie se zakljuCiti sledek: da 
bi se pri simulaciji teCenja u burnom r e f i u  (hk> hn i 
So> S0,kr) dobili stabilni retubti, neophodno je zadati 
fiziGki realno ograniCenje u PogJedu minimalne do- 
zvoljene du bine, tj. zadati da je hmin =hn . 

S 1.7. - Uzvodni grani ni uslov - nivograrn na umodnom pragu 
Upstream boundary condition - stage-hydrograph at the upstream 
broadcrested weir 

U nastavku ce bii prik&ani rezultati nurneriCke simu- 
lacije laboratoriiskog eksperimenta u kojem je nagib 
dna imosio SO =7.84 %. GraniCni uslovi - nivogrami na 
uzvodnom i nizvodnom pragu - prikazani su na slikama 
7 i 8. Minimalnadubina je tokom proraCuna bila jednaka 
normalnoj dubini. Usvojeno je da se minimalna (nor- 

malna) dubina menja u skladu sa promenom protoka 
na uzvodnom kraju kanala. lzmerene i sraCunate linije 
nivoa za nekdiko karakteristicnih vremenskih trenutaka 
date su na slici 9. 

S 1. 8. - Nizvodni granihi uslw - nivograrn na nizvodnom pragu 
Downtream boundary condition - stagehydrograph at the down, 
stream broad-crested weir 

I - 7.- 
&la a i: 
U 

1.4 1.J 1.1 1.1 I A  19 M 17 U U5 U a J  U 8.1 

X l m l  

8.b 1 1.. : 
am 

1.4 IJ 1.2 1.1 I A  a.9 M U7 U 15 U a J  U LI 

X I n l  

SI. 9. - lzmerene i sratunate linije nlvoa 
~ e k u r e d  and computed water level profiles 
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Pre poEetka laboratorijskog eksperimenta i tokom prvih 
0.8 s od poEetka pokretanja zatvaraea na uzvodnom 
kraju kanala, teknje u kanalu je jo: uvek ustaljeno. 
Kvantitativnim poredenjem sraeunatih i izmerenih nivoa 
utvrdeno je da maksimalna razlika u ovom vremenskom 
intervalu ne prelazi 3.5 %. Tokom simulacije u neus- 
taljenom hidrauliekom reiimu ova razlika postepeno 
raste: u intervalu t ~ [ O ; 3 . 6 ]  s ona je joS uvek manja od 
10 %, a na kraju intervals t~ [3.8;7.0]s iznosi 26.3 %. 
Sedam sekundi posle pdetka eksperirnenta teeenje u 
kanalu postaje kvaziustaljeno. Sa dijagrarna se vidi da 
su razlike izmedu sraeunatih i izmerenih nivoa najvece 
u presecima u kojima se ostvaruje prelazak iz burnog u 
miran reiim teCenja, tj. u presecima u kojima se javlja 
hidrauliCki skok. RaCunske linije nivoa u rnirnom reiimu 
(uzvodno od pragova) ne odstupaju mnogo od ime 
renih - greSke u proceni dubine ne prelaze 6 %. Bez 
obzira 30 je pri protocima vdim od pribliino 0.7 11s 
greSka u proceni dubine sa nizvodne strane hidrau- 
liekog skoka relativno velika, dijagrarni pokazuju da 
raCunska shema MacCormack pri svim protocima sa 
zadovoljavajudom taCnoSCu locira polow skoka. 

Na kraju de se joi jednom podvudi dva najbitnija zak- 
IjuCka do kojih se do310 kvantitativnim poredenjem 
rezultata numeriCke simulacije tkenja preko Erokih 
pragova u burnom reiimu sa rezultatirna laboratorijskih 
merenja. 

Prvo, primenom raeunske sheme MacCormack rnoie 
se pouzdano odrediti poloiaj hidrauliCkog skoka i dru- 
go, sa zadovoljavajuCom taCnoSCu moie se sraCunati 
linija nivoa u mirnom reiimu uzvodno od praga. 

Za simulaciju teCenja u burnom reiimu (hk> hn i 
So>So,krf veoma je vaian jog jedan zakljukk. On se 
odnosi na minimalnu dozvoljenu raeunsku du binu, koja, 
u razrnatranom'sluCaju, ne sme bi manja od normalne 
dubine, tj. (hmin =hn). 
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Summary  

The problems in mathematical and numerical modelling of super- 
critical flows over a sequence of broadcrested weirs are consid- 
ered first. They arise both from the discontinuity in the water level 
profile upstream of the weir (i.e. presence of the hydraulic jump) 
and the treatment of the internal boundary c o n d i i .  The MacCor- 
ma& expltcit computational scheme is used to model the flows 
under consideration. It may be classihed into the group of Finite 
Difference Methods that provide fw weak sdutions. Theoretical 
considerations are followed by: description of a &oratory flume 

in which the flows over the sequence of b r o a d u d d  weirs were 
analysed and the presentation of the conditions under which the 
experiments were performed. Resub of measurement am used 
to ver i i  the proposed numerical model. Only one experiment was 
simulated. Results of numerical simulation are awnpared to the 
results of rneaswement, and an appropriab comment e given 
Key words: Broad-Crested Weir, Internal Boundary Condibon. 
Superuitical Flow, Hydraulic Jump, Weak Solution, Laboram 
Measurements, Numencai Simulation 
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