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REZIME

U ovom radu prikazana je formulacija trougaonog Diskretnog Kirhofovog konacnog elementa u
sistemu materijalnih linija koordinata. Promene tangencijalnih komponenti pomeranja i ugiba unutar
konacnog elementa opisane su potpunim polinomima drugog odnosno treceg stepena, dok je geometrija
interpolovana linearnom promenom baznih vektora.

Opste reSenje pretpostavija zakrivijeni element ljuske u kojem su problem savijanja i membransko
naprezanje medusobno spregnuti odakle sledi da je kvadratno polje Mindlin/Raisnerovih rotacija izraZe-
no ne samo preko &vornih nepoznatih savijanja veé i tangencijalnih komponenti pomeranja. U slucaju
ravnog reSenja (element plode) ovaj efekat nepostoji pa je samim tim i izbegnuta moguénost pojave
membranskog lockinga.

Diskretni Kirchofljevi trougaoni elementi formulisani u teorijskom delu rada koriséeni su za resava-
nje odredenog broja primera iz linearne analize. Ovi primeri su dosta specificni i najéesée koriséeni za
proveru mogucnosti konacnih elemenata ljuski i ploca. Primeri sadrZe kose ploce, ‘pinched’ cilindar i
svernu ljusku optereéenih ravnoteznim sistemom koncentrisanih sila.

Kljucne reci: ploca, ljuska, diskretna Kirchofljeva teorija, konacni element, krutost.

SUMMARY

Assuming convected coordinate frame, a three node triangular shell element which usess a discrete
Kirchof bending formulation is presented. The tangential components and transversse displacement are
approximated by complete quadratic and cubic polinomial, respectively. The thrue geometry of a triangu-
lar shell element is respresented by linear variation of a base vectors.

The curved shell element incorporates the effects of coupling between membrane and flexural beha-
viour, while flat solution separate those two state of stresses avoiding membrane locking.

The proposed theory and finite element implementation are evaluated through an extensive set of
characteristic plate and shell prroblems. Numerical examples consist skew plates problem, pinched cilin-
dar and hemispherical shell.

Key words: shell, discrete Kirchof theory, finite element, stiffness, plate.

sve jedno koji ¢e tip mreze (slika 5) biti koriS¢en za
modelisanje posmatrane strukture.

U ovom odeljku bi¢e prikazano nekoliko karak-
teristi¢nih linearnih reSenja koja sluZe za proveru mo-
guénosti formulisanih elemenata u analizi ljuski
generalnih formi. Primeri sadrZe kose ploce optrere-
¢ene ravnomerno raspodeljenim opterecenjem, slobo-
dni cilindar prihvacen koncentrisanim silama kao i N
hemisferu u uslovima koncentrisanog opterecenja.
Navedeni primeri su dosta specifi¢ni i gotovo po pra-
vilu zastupljeni u linearnoj teoriji. S druge strane auto- - - -
rima kona¢nih elemenata ljuski jasno je da se njihove tip A tip B tip C
karakteristike otkrivaju jo§ u linearnoj analizi, iz ra- Slika 5
zloga §to se prisustvo nekog od lockinga (membran-
skog ili smicuéeg) ili laznog energetskog modusa
(mehanizma) manifestuje ve¢ u ovom stadijumu.

KOSE PLOCE - "SKEW PLATES" PROBLEM

Prilikom reSavanja konkretnih zadataka trouga-
onim elementom ljuske ili ploc¢e takode mora biti uzet
u obzir i efekat orijentacije mreZe. Naime, nije sasvim

Kao prva ilustracija analiziraju se dve kose ploce
¢ije nagnute strane zaklapaju sa o' globalnom linijom
uglove od 60° i 30°. Resavanje prve ploce ne predstav-
lja tezak zadatak dok je druga skopCana sa izvesnim
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poteskocama zbog singulariteta u momentima savija-
nja u ¢oskovima ploce.
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Slika 6

Na slici 6 prikazana je 60° kosa plo¢a, slobodno
oslonjena na dvema naspramnim stranama i slobo-
dnih ivica na preostalim dvema, optereéena ravno-
merno raspodeljenim vertikalnim optereéenjem.
Razzaque [6] za reSavanje ovog problema Koristi tan-
ke trougaone elemente ploce kao i metod konacnih
razlika, reSenje u odnosu na koje su komparisani re-
zultati dobijeni DKT elementom u ovom radu. Dva je-
dnostavna uslova oslanjanja razmatrana su u ovom
primeru: $S7 ukome je V° = 01852 gde je 1° = 0, = 0.
Nije sasvim jasno koji je od ovih grani¢nih uslova bio
usvojen u radu Razzaquea.

Za slu¢aj veoma tanke plofe sa odnosom ras-
pon/debljina L/h = 10°, krive konvergencije s gustina-
ma mreZe 2 x 2, 4 x 41 8 x 8 u pogledu centralnog
pomeranja prikazane su na slici 7. Rezultati zasnovani
na DKT elementu normirani su pomenutim "ta¢nim"
reSenjem dobijeno konacnim razlikama mreZzom 16 x
16 gde je V2= 0.007945qL4/D, i dati tabelom 1. NeSto
losiji rezultati u odnosu na Heterosis [7] i Lagrange—
ov element [8] posledica su aproksimativnog odredi-
vanja ekvivalentnih ¢vornih sila usled raspodeljenog
opterecenja. Kako pri DKT formulaciji ne figurise ek-
splicitno interpolacioni polinom za ugib Y%, vektor
¢vornih sila korespondentan vertikalnom raspodelje-
nom opterecenju g sraunat je kao

szg[qOOqOOqOO]

gde je S ukupna povrSina elementa.

Tabela 1. Normirano reSenje tanke ploce

. A B
Mreza
SS1 SS2 SS1 SS2
2x2 0.963 0.920 0.798 0.804
4x4 0.958 0.948 0.951 0.947
8x 8 0.978 0.975 0.987 0.984
12x12 0.987 0.985 0.993 0.992

MORLIJEVA 30° KOSA PLOCA

Kosa plo¢a pod uglom od 30° u odnosu na global-
nu 6" liniju slobodno oslonjena duZ svih strana prika-
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Slika 7

zana je naslici 8. Ve¢ je napomenuto da ovaj test pred-
stavlja prili¢no tezak problem zbog pojave singularite-
ta u momentima savijanja pri ¢oskovima ploce. Za
uslove raspodeljenog opterecenja jedno efikasno rese-
nje koje se poklapa sa tacnim zasnovanom na teoriji
tankih ploca predloZeno je od strane Morlija [8].
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Kao i u prethodnom slucaju rezultati su dobijeni
DKT elementom sa orijentacijom mreZe A i B, pri ce-
mu su oni predstavljeni promenom ugiba duZ central-
ne linije uporedeni sa "tacnim” Morlijevim reSenjem
kao i reSenjima zasnovanim na Heterosis i Lagrange-
ovom elementu, slika 9.
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Slika 9

Konvergencija reSenja izraZena veli¢inom cen-
tralnog ugiba prikazana je u tabeli 2. Interesantno je
primetiti konvergenciju sa razli¢itih strana mreza A i
B. Naime, dok se u prvom slucaju tatnom resenju pri-
lazi sa gornje strane dotle u slucaju orijentacije B pri-
sutno je sporo priblizavanje ovoj vrednosti sa donje
strane.
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Tabela 2. Morlijeva kosa ploca

V2 = (cqL*/D)107°
C
MreZa A B QU ADY*
2x2 1.005 0.260 -
4x4 0.601 0.246 0.381
8x8 0.380 0.208 0.361
12x12 0.340 0.319 -

Tacno resenje ¢ = 0.408.

"Pinched" Cilindar

Otvoren cilindar sa slobodnim ivicama optereéen
dvema naspramnim koncentrisanim silama u radijal-
nom pravcu je Siroko koriséen test problem za dobija-
nje odgovora kolike su moguénosti jednostruko
zakrivljenog kona¢nog elementa ljuske u reprezento-
vanju modusa Cistog savijanja. U limitnom slucaju ka-
da t/R — 0 deformaciju cilindra karakteriSe upravo
samo savijanje bez istezanja u srednjoj ravni ljuske.

Materijalne i geometrijske karakteristike posma-
trane cilindri¢ne ljuske date su na slici 10. Analiziraju
se dva alternativna slucaja: slucaj tankog cilindra de-
bljine = 0.01548 in, (R/t = 320) opterecen silama P =
0.1 /b, i u drugom slucaju cilindar debljine t = 0.094 in
(R/t =52.6917) isile P =100 /b. S obzirom na viSestru-
ku simetriju cilindra za analizu je kori§¢en samo jedan
njegov oktant i modelisan ravnomernim mreZama od
2, 4, 8112 elemenata u kruZznom i poduZnom pravcu.
Ranijim radovima [5] je ve¢ pokazano da je reSenje re-
lativno neosetljivo na broj elemenata u poduZznom
pravcu pa se do gotovo identi¢nih rezultata dolazi
usvajanjem samo jednog intervala u pravcu ose 0,.
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Slika 10

Rezultati analize i jednog i drugog cilindra prika-
zani su tabelarno i normirani u odnosu na ’tacna’ reSe-
nja. U slucaju debelog cilindra za tac¢no reSenje uzeta
je vrednost Ve =0.11364in dobijena od strane Dawea
[9], zasnovano na trougaonom elementu duboke ljus-
ke koris¢enjem visih interpolacionih funkcija. Dobije-
ni rezultati u uslovima tankog cilindra normirani su
analitickim reSenjem Timoshenkoa i Woinowsky—Kri-
egera [10] koje iznosi V2 = 0.02439in. Skoro istovetno
reSenje dobijeno je i metodom konacnih elemenata od
strane Ashwela i Sabira [11].
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Tabela 3. "Pinched" debeli cilindar. Normalizovano pomeranje
na mestu dejstva koncentrisane sile.

. DKT DKT
Mreza
A B A B
2%x2 0.855 0.847 0.945 0.933
4% 4 0.986 0.972 1.023 1.005
8x8 1.009 0.999 1.016 1.009
12x12 1.015 1.002 1.012 1.008

Tabela 4. "Pinched" tanki cilindar. Normalizovano pomeranje
na mestu dejstva koncentrisane sile.

. DKT DKT
Mreza
A B A B
2%x2 0.880 0.874 0.967 0.965
4% 4 0.955 0.964 1.025 1.002
8x8 0.989 1.007 0.981 1.021
12x12 0.871 1.002 0.911 0.978

Na osnovu tabela 3 i 4 moZzemo zakljuciti da ori-
jentacija mreZe B daje bolje rezultate u odnosu na
mreZu A, pogotovu u slucaju "tankog’ cilindra gde do-
lazi do znacajnog podbacivanja tacnog resenja pri gus-
tini mreze 12 x 12. Sem toga da se i primetiti da
varijanta Diskretnog Kirchofljevog trougla sa zakriv-
ljenim membranskim refenjem DK Tmanje ili vise po-
kazuje iste konvergentne karakteristike kao i ravno
reSenje DKT.

Graficka interpretacija brzine konvergencije re-
Senja za oba analizirana slucaja u zavisnosti od neko-
liko tipova razli¢itih mreZa, ukljucujuéi i ponasanje
nekih od postojecih elemenata skicirana je na slikama
111412

Konvergentne karakteristike elemenata za sluc¢aj “debelog” cilindra
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Slika 11

SFERNA LJUSKA

Tanka hemisfera opterecena ravnoteZnim radijal-
nim koncentrisanim silama zasigurno je jedan od naji-
zazovnijih test problema za dvostruko zakrivljene
elemente ljuski. PonaSanje ljuske veoma je blisko sta-
nju ¢istog savijanja karakterisano velikim krutim rota-
cijama u deformisanoj konfiguraciji, pa je ovaj primer
upravo pogodan za kontrolu tanog predstavljanja
modusa krutih rotacija normale u odnosu na srednju
povrs. Imajuéi ovo na umu sferna ljuska prikazana na
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Konvergentne karakteristike elemenata za slucaj “tankog"® cllindra
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Slika 13

Tabela 5. Hemisfera. Normalizovano pomeranje na mestu de-
Jstva koncentrisanih sila.

Mre-| A B C
Za | DKT | DKT |DK-CST|[DK-CST!| DKT |DK-CST|[DK-CST*

2x2]0.864 | 0.870 | 0.860 | 1.135 | 0.806 | 0.834 | 1.058
4x4]0934 | 0921 | 0.940 | 1.064 | 0.824 | 0.845 | 1.033
8x8]0.884 | 0.901 | 0.919 | 1.018 | 0.832 | 0.818 | 1.007
12x12| 0.853 | 0.882 | 0.902 | 1.003 | 0.848 | 0.825 | 0.997

slici 13 sa aspekta membranskog naprezanja posebno
je podloZna lociranju i u prethodnim radovima [5, 2]
ovaj primer navodi se kao "kriti¢an slucaj".

Naime, mali je broj onih elemenata, prisutnih u
literaturi koji uspesno konvergiraju ka tacnom reSenu
pri relativno pristojnim mreZama. Mnogi "dobri" ko-
nacni elementi kvadrilateralnog i trougaonog oblika
ment ljuske generiSu znacajnu membransku krutost,
odnosno dovode do "over stiff” reSenja pri analizi ovog
problema.

Usled dvostruke simetrije za analizu je kori§¢ena
Cetvrtina ljuske i modelisana je ravhomernim mreZa-
ma konac¢nih elemenata u pravcu obe 0% linija. Rezul-
tati analize prikazani su na slici 14 i uporedeni sa
nekim od poznatih postoje¢ih reSenja. Dobijene vre-
dnosti radijalnog pomeranja ispod nanetih sila normi-
rane su 'ta¢nim’ reSenjem MacNeala i Hardera [12],
V,34 = V133 =0.094m i date tabelom 5, gde su, pored re-
zultata dobijenih u ovom radu, ukljuéene i vrednosti
dobijene DKT-CST i DKT-CST* elementom prezen-
tirane [13].

DKT-CST varijanta predstavlja superpoziciju
DKT elementa ploce i CST elementa ravnog stanja
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Konvergencija reSenja u slu&aju hemisfere
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napona, izostavljaju¢i pri tome rotaciju upravno na
povrs ljuske ¢ime rezultira konacni element sa 15 ste-
peni slobode. S druge strane DKT-CST* sadrZi za-
krivljeno membransko reSenje koriste¢i uobicajenu
transformaciju izmedu lokalnih i globalnih ¢vornih
nepoznatih inkorporirajuéi na taj nacin element sa 18
stepeni slobode.

I pored toga Sto su i savijanje i membransko na-
prezanje predstavljeni ravnim reSenjem, transformaci-
ja lokalnih na globalne ’surface’ komponente povlaci
za sobom ranije ve¢ pominjane poteskoce vezane sa
modusima krutog tela. Izvesno podbacivanje tacnih
vrednosti nasim DKT elementom prouzrokovano je
prisustvom velikih krutih rotacija koje upravo karak-
teriSu ponaSanje posmatrane hemisfere.
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