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Предговор
Preface

Ова уџбеник написан jе сагласно плану и програму предмета ГЛОБАЛНИ ГЕОПО-
ТЕНЦИJАЛНИМОДЕЛИ на мастер студиjама, смера Геодезиjа, Грађевинског факултета
Универзитета у Београду, са циљем да се примена глобалних геопотенциjалних модела
у што већоj мери приближи студентима.

Уџбеник садржи 9 поглавља при чему jе прво поглавље посвећено основама теориjе
физичке геодезиjе и то онаj део коjи се односи на сфернохармониjски развоj реалног и
нормалног потенциjала Земљине теже и теже Нормалне Земље, респективно. Од дру-
гог до петог поглавља детаљно jе описан начин примене глобалних модела при одре-
ђивању аномалиjа убрзања, аномалиjа висина, поремећаjног убрзања и компоненти
одступања вертикале. Посебна пажња у оквиру ових поглавља посвећена jе и значењу и
значаjу резолуциjе глобалних модела. У шестом и седмом поглављу приказани су само
неки од напредних аспеката коришћења глобалних модела и начини процене њиховог
квалитета као што су: вариjансе степена глобалних модела, грешке вариjанси степена
глобалних модела, алтернативни начини примене глобалних модела путем самих де-
финициjа функционала аномалиjског потенциjала. У осмом поглављу дате су теориj-
ске поставке и илустративни пример прилагођавања глобалног модела, сагласно тере-
стричким подацима коjи су на располагању. Девето поглавље у потпуности jе посве-
ћено поступку комбиновања глобалних геопотенциjланих модела у прецесу одређи-
вања квазигеоида или геоида центиметраске тачности, а посебна пажња посвећена jе
remove-restore методи.

Сви прорачуни приказани у оквиру уџбеника урађени су коришћењем низа глобалних
геопотенциjалних модела и терестричких података са териториjе Србиjе коjи су били
на располагању: гравиметриjског премера, дискретних вредности аномалиjа висина и
дигиталног модела терена резолуциjе jедне лучне секунде.

Београд, 2018. године. Аутор са сарадницима
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1
Сферно хармониjски развоj
потенциjала силе Земљине теже
The potential of the Earth in terms of spherical harmonics
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1.1 Сила Земљине теже
Gravity

На тело B, масе mB, коjе се налази на физичкоj површи Земље и коjе учествуjе у
Земљиноj ротациjи, делуjу две силе (Слика 1.1):

• гравитациона сила тела Земље (~F )

• и центрифугална сила коjа настаjе као последица ротациjе Земље (~f ).

Збир наведене две силе назива се силом Земљине теже:

~F = ~F + ~f. (1.1)

Слика 1.1: Вектор силе Земљине теже

У геоцентричном координатном систему изрази за наведене силе дати су следећим
jедначинама, респективно (Heiskanen & Moritz, 1967):

~F = mBG

∫∫∫
Ω

ρ(r̄)

|~r − ~rB|3
(~r − ~rB)dΩ, (1.2)

~f = mB~pω
2, (1.3)

|~p| =
√
x2 + y2, (1.4)

где jе G универзална гравитациона константа, Ω подручjе интеграциjе (тело Земље
масеM ), ~r радиjус вектор, ~rB радиjус вектор тела B, ρ густина елемента масе тела Зе-
мље чиjи jе положаj дефинисан радиjус вектором ~r, ω угаона брзина Земљине ротациjе,
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а x и y правоугле геоцентричне координате тачке у коjоj се налази тело B. Правац век-
тора ~p je правац коjи jе увек управан на осу Земљине ротациjе.

Ако се свакоj тачки простора придружи вектор силе Земљине теже дефинисан са (1.1)
може се рећи да jе наведеним придруживањем дефинисано векторско поље силе Зе-
мљине теже.

Приказане jедначине важе под следећим условима:

• тело Земље jе круто тело

• и ван тела Земље не постоjи било коjе друго тело (било коjа друга маса), као ни
маса Земљине атмосфере.

1.2 Потенциjал силе Земљине теже
The gravity potential of the earth

Потенциjалом силе Земљине теже (W~F
) назива се скаларна функциjа облика:

W~F
= V + Φ, (1.5)

где jе V потенциjал гравитационе силе тела Земље, аΦ потенциjал центрифугалне силе
Земљине ротациjе.

Ако се свакоj тачки простора придружи скалар дефинисан са (1.5) може се рећи да jе
наведеним придруживањем дефинисано скаларно поље силе Земљине теже.

У геоцентричном координатном систему изрази за наведене потенциjале, у скаларном
облику, дати су следећим jедначинама:

V = V (x, y, z) = mBG

∫∫∫
Ω

ρ(x, y, z)

r
dxdydz, (1.6)

Φ = Φ(x, y, z) = Φ(x, y) = mB
1

2
ω2(x2 + y2). (1.7)

Коришћењем потенциjала jедноставно jе доћи до релациjа коjе дефинишу гравитаци-
ону и центрифугалну силу, респективно:

~F = ∇V =

(
∂V

∂x
,
∂V

∂y
,
∂V

∂z

)
, (1.8)

~f = ∇Φ =

(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y
, 0

)
, (1.9)

где jе симболом∇ (”набла”) означен градиjент скаларног поља.

Такође важи и релациjа:

~F = ∇W~F
=

(
∂W~F

∂x
,
∂W~F

∂y
,
∂W~F

∂z

)
, (1.10)

или речима, вектор силе Земљине теже jе градиjент скаларног пољаW~F
.
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1.3 Потенциjал убрзања силе Земљине теже
The force and acceleration

Силу дефинисану изразом (1.1) могуће jе приказати у облику производа масе и убр-
зања

~F = ~F(~rB) = ~g(~rB)mB, (1.11)

при чему jе убрзање Земљине теже следећег облика

~g = G

∫∫∫
Ω

ρ(x, y, z)

r
dxdydz +

1

2
ω2(x2 + y2). (1.12)

Из (1.11) може се закључити да се векторско поље силе и векторско поље убрзања ме-
ђусобно разликуjу само по фактору размере, по масиmB, одакле следи да jе изучавање
геометриjских особина векторског поља силе могуће у потпуности ослонити на изуча-
вање геометриjских особина векторског поља њеног убрзања.

Исти закључак може се извести и за скаларно поље силе: изучавање скаларног поља
силе Земљине теже може се у потпуности ослонити на изучавање скаларног поља ње-
ног убрзања:

W = V + Φ, (1.13)

где су

V = V (x, y, z) = G

∫∫∫
Ω

ρ(x, y, z)

r
dxdydz, (1.14)

Φ = Φ(x, y, z) = Φ(x, y) =
1

2
ω2(x2 + y2). (1.15)

Упоређењем (1.6) и (1.7) са (1.14) и (1.15), респективно, очигледна jе међусобна разлика
само по размери коjу дефинише скаларmB.

Као и у случаjу потенциjала силе Земљине теже и за потенциjал његовог убрзања важи
релациjа:

~g = ∇W =

(
∂W

∂x
,
∂W

∂y
,
∂W

∂z

)
. (1.16)

1.4 Нивоске површи и линиjе сила
Level surface and plumb line

При проучавању потенциjала убразањаW користе се нивоске површи и линиjе сила
или вертикале.

Нивоске или еквипотенциjалне површи су површи дуж коjих нема промене потенци-
jала:

W (x, y, z) = C = const. (1.17)

а вертикале линиjе коjе имаjу особину да се правац тангенте у свакоj њиховоj тачки
поклапа са правцем градиjента скаларног поља тj. са правцем вектора убрзања силе
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Земљине теже.

За нивоске површи и вертиткале, као и за њихов међусобни геометриjски однос наj-
значаjниjе jе навести следеће (Слика 1.2) (Vaniček, 1982):

• вертикале су увек управне на нивоске површи,

• вертикале су просторне криве коjе су двоструко закривљене (поседуjу и флексиjу
и торзиjу),

• због непрекиднепромене силе теже слединепрекиднапромена растоjањаизмеђу
нивоскихповрши, односно, нивоске површимеђусобно конвергираjу од екватора
ка половима,

• наjкраће растоjање између две произвољно блиске нивоске површи представља
одсечак вертикале коjи jе истовремено управанна обе нивоске површи, одакле се,
с обзиром на непаралелност нивоских површи, може закључити да jе вертикала
просторна крива,

• нивоске површи никада се не пресецаjу нити додируjу и

• кроз сваку тачку вертикале пролази по jедна нивоска површ.

Слика 1.2: Нивоске површи и вертикале

Управо нивоске површи и вертикале користе се при дефинисању висина у геодезиjи.
Висине коjе се одређуjу комбинациjом резултата опажања геометриjског нивелмана и
резултата опажања убрзања силе Земљине теже називаjу се физичким висинама. При
њиховом дефинисању као референтна површ користи се нивоска површ коjа се по-
клапа са средњом идеално мирном површином мора и океана и коjа се назива геоид
(Слика 1.3):

W (x, y, z) = W0 = const. (1.18)
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Слика 1.3: Геоид и одсечак вертикале као висина тачке на физичкоj површи Земље

Геоид има велики значаj не само у теориjи и применама геодезиjе, већ и у другим на-
учним дисциплинама.

1.5 Спољашњи и унутрашњи потенциjал
убрзања силе Земљине теже
LaPlace’s and Poisson’s Equations

Потенциjал убрзања Земљине теже jе непрекидна функциjа у целом простору, као
ињегови први парциjални изводи. Међутим, други парциjални изводи потенциjалаW
имаjу прекид.

У делу простора ван маса тела Земље, у спољашњем простoру, збир других парциjал-
них извода потенциjала убрзања jеднак jе:

∂2W

∂x2
+
∂2W

∂y2
+
∂2W

∂z2
= 2ω2, (1.19)

док jе у тачкама самог тела Земље, у унутрашњем простору, дефинисан jедначином

∂2W

∂x2
+
∂2W

∂y2
+
∂2W

∂z2
= −4Gπρ(x, y, z) + 2ω2. (1.20)

Из свега наведеног следи да други парциjални изводи потенциjала убрзања садрже
прекид и то у тачкама физичке површи Земље.

Анализом потенциjала убрзања кроз друге парциjалне изводе збира гравитационог и
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центрифугалног потенциjала следи

∂2W

∂x2
+
∂2W

∂y2
+
∂2W

∂z2
=
∂2(V + Φ)

∂x2
+
∂2(V + Φ)

∂y2
+
∂2(V + Φ)

∂z2

=

(
∂2V

∂x2
+
∂2V

∂y2
+
∂2V

∂z2

)
+

(
∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2

)
.

(1.21)

Усваjањем oператора

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
, (1.22)

коjи се назива Лапласовим оператором, jедначину (1.21) могуће jе записати у облику:

∆W = ∆V + ∆Φ, (1.23)

где су

∆V =
∂2V

∂x2
+
∂2V

∂y2
+
∂2V

∂z2
, (1.24)

∆Φ =
∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
. (1.25)

Упоређењем (1.19) и (1.20) са (1.24) и (1.25) следи:

• за тачке у спољашњем простору

∆V = 0, ∆Φ = 2ω2, (1.26)

• a за тачке у унутрашњем простору

∆V = −4Gπρ(x, y, z), ∆Φ = 2ω2, (1.27)

одакле jе очигледно да прекид других извода потенциjала W настаjе као последица
присуства гравитационог потенциjала V .

Збир других парциjалних извода центрифугалног потенциjала jе аналитичка функциjа
jедноставног облика и у потпуности jе познат у свакоj тачки простора, ако jе позната
угаона брзина Земљине ротациjе ω.

Са друге стране, збир других парциjалних извода гравитационог потенциjала jе далеко
сложениjа функциjа при чему jе:

• jедначину ∆V = 0 могуће решити и одредити фунциjу V у свим тачкама споља-
шњег простора,

• док за jедначину ∆V = −4Gπρ(x, y, z) ниjе могуће одредити решење jер густина
ρ(x, y, z) ниjе позната у свакоj тачки унутрашњег простора, односно у свакоj тачки
тела Земље.
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Из наведених разлика анализа потенциjалаW дели се на анализу спољашњег и уну-
трашњег потенциjала, при чему се посебна пажња посвећуjе спољашњем гравитацио-
ном потенциjалу коjи задовољава jедначину∆V = 0.

Потребно jе напоменути и следеће:

• свакафункциjаV коjа задовољaва jедначину∆V = 0назива се хармониjскомфунк-
циjом,

• сама jедначина∆V = 0 назива се Лапласовом jедначином,

• a jедначина∆V = −4Gπρ(x, y, z) jедначином Пуасона (Поасона).

1.6 Проблеми граничних вредности теориjа потенциjала
Boundary Value Problems

Kao што jе већ напоменуто jедначину ∆V = 0 могуће jе решити и добити њено оп-
ште решење за све тачке спољашњег простора. У геодетским разматрањима посебно
су битна она решења, издвоjена из општег решења, коjа на унапред задатимповршима
задовољаваjу такође унапред задате вредности - граничне вредности.

Поступак одређивања функциjе V коjа задовољава парциjалну jедначину другог реда
∆V = 0 и коjа на унапред задатоj површи задовољава задате (познате) вредности, на-
зива сe решавање проблема граничних вредности теориjе потенциjала.

Од свих могућих проблема граничних вредности коjе jе могуће поставити посебно се
издваjаjу три проблема:

• Дирихлеов проблем или први проблем граничних вредности теориjе потенциjала,

• Ноjманов проблем или други проблем граничних вредности теориjе потенциjала,

• Комбиновани проблем или трећи проблем граничних вредности теориjе потенци-
jала.

Ако jе тело Ω, тело чиjа маса генерише позенциjал V , у потпуности окружено затворе-
ном површи S (Слика 1.4), онда се Дирихлеов проблем своди на одређивање оне фун-
кциjе V коjа jе решењепарциjалне диференциjалне jедначине∆V = 0и коjа на површи
S има унапред задате вредности VS . Другим речима, решавање Дирихлеовог проблема
подразумева:

• одређивање грaвитационог потенциjала V коjи генерише маса тела Ω,

• путем решавања парциjалне диференциjалне jедначине ∆V = 0 добиjањем ње-
них општих решења,

• и издваjањем оних решења коjа на S имаjу вредности jеднаке задатим вредно-
стима VS .
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Ноjманов или други проблем граничних вредности jе одређивање гравитационог по-
тенциjала тела Ω, односно оне функциjе V коjа представља решење парциjалне дифе-
ренциjалне jедначине ∆V = 0 коjа на површи S има вредности коjе су jеднаке вред-
ностима првих парциjалних извода саме функциjе V у правцу спољашње нормале на
површ S. Другим речима:

• одредити грaвитациони потенциjал V коjи генерише маса тела Ω,

• путем решавања парциjалне диференциjалне jедначине∆V = 0,

• и одабирањем оних функциjа V коjе на S имаjу вредности jеднаке задатим вред-
ностима ∂V /∂n.

Трећи гранични проблем, сагласно свему наведеном, могуће jе поставити на следећи
начин:

• одредити грaвитациони потенциjал V коjе генерише маса тела Ω,

• путем решавања парциjалне диференциjалне jедначине∆V = 0

• и одабирањем оних функциjа V коjе на S имаjу вредности jеднаке задатим вред-
ностима комбинациjе kVS + h(∂V /∂n), где су h и k константе из скупа реалних
броjева.

Слика 1.4: Гранични проблеми

У случаjу Дирихлеовог проблема jединственoст решења дата jе Стоксовом теоремом:
Функциjа коjа jе хармониjска ван S може се jеднозначно одредити из њених вредности по-
знатих на површи S, a егзистенциjа таквог решења доказана jе путем теореме коjа се
назива Дирихлеов принцип (Heiskanen & Moritz, 1967).
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1.7 Решења Лапласове jедначине применом
Фуриjеове методе раздваjања променљивих
Solution of Dirichlet’s Problem by Means of spherical harmonics

Фуриjеова метода раздваjања променљивих базира се на одређивању фукциjе V у
облику производа три независне функциjе f, g и h и то у произвољно изабраним орто-
гоналним координатама x1, x2 и x3:

V (x1, x2, x3) = f(x1)g(x2)h(x3). (1.28)

Како jе дужина лука у произвољним ортогоналним координатама дата jедначином:

ds2 = h2
1dx

2
1 + h2

2dx
2
2 + h2

3dx
2
3, (1.29)

а Лапласова jедначина са

∆V =
1

h1h2h3

[
∂

∂x1

(
h2h3

h1

∂V

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
h3h1

h2

∂V

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
h1h2

h3

∂V

∂x3

)]
= 0, (1.30)

заменом (1.29) у (1.30) добиjаjу се три обичне диференциjалне jедначине другог реда,
чиjа jе решења релативно лако одредити и на таj начин добити општа решења jедна-
чине∆V = 0.

Посебно jе значаjно одредити решења Лапласове jедначине у сферним координатама:
радиjус вектору r, поларном растоjању θ и лонгитуди λ (Слика 1.5), чиjи jе однос са
правоуглим координатама дефинисан изразима:

x = r sin θ cosλ,

y = r sin θ sinλ, (1.31)
z = r cos θ.

У сферним координатама jедначине (1.28), (1.29) и (1.30) имajу следећи облик:

V (r, θ, λ) = f(r)g(θ)h(λ), (1.32)

ds2 = dr2 + r2dθ + r2 sin2 θdλ2, (1.33)

∆V =
∂2V

∂r2
+

2

r

∂V

∂r
+

1

r2

∂2V

∂θ2
+

cot θ

r2

∂V

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2V

∂λ2
= 0. (1.34)
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Слика 1.5: Сферне координате

Заменом (1.32) у (1.34) добиjаjу се диференциjалне jедначине другог реда:

r2f ′′ + 2rf ′ − n(n+ 1)f = 0,

sin θg′′ + cos θg′ +

[
n(n+ 1)−m2 1

sin θ

]
= 0, (1.35)

h′′ +m2h = 0,

чиjа су решења редом:

f(r) = rn, f(r) =
1

rn+1
,

g(θ) = Pnm(cos θ), (1.36)

h(λ) = cosmλ, h(λ) = sinmλ,

где су m и n позитивне целoброjне вредности такве да jе 0 ≤ n ≤ ∞ и 0 ≤ m ≤ n и
где су са Pnm(cos θ) oзначене Лежандрове фунцкиjе, коjе се за t = cos θ могу приказати у
облику:

Pnm(t) =
1

2nn!

(
1− t2

)m
2
dn+m

dtn+m
(t2 − 1)n. (1.37)

Комбиновањем наведених решења, сагласно са (1.32), могуће jе записати решења Ла-
пласове jедначине у сферним координатама:

• за тачке у простору унутар површи S

V (r, θ, λ) =

∞∑
n=0

rn
n∑

m=0

[Anm cosmλ+Bnm sinmλ]Pnm(t), (1.38)
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• и за тачке у простору ван површи S

V (r, θ, λ) =

∞∑
n=0

1

rn+1

n∑
m=0

[Anm cosmλ+Bnm sinmλ]Pnm(t). (1.39)

За овако добиjена решења за потенциjал убрзања гравитационе силе Земље често се
каже да jе потенциjал приказан у фунцкиjи сферних хармоника.

Уместо израза (1.39) у сателитскоj динамици решење за простор ван сфере често се
приказуjе у облику (Hofmann-Wellenhof & Moritz, 2005):

V (r, θ, λ) =
GM

r

{
1 +

∞∑
n=1

n∑
m=0

(a
r

)n
[Cnm cosmλ+ Snm cosmλ]Pnm(t)

}
, (1.40)

где су за n 6= 0,

Cnm =
Anm
GMan

, (1.41)

Snm =
Bnm
GMan

, (1.42)

и где jе a средњи полупречник Земље у равни екватора, а у практичним применама
у геодезиjи наjчешће се користе ортонормирани коефициjенти и ортонормиране Ле-
жандрове функциjе:

C̄n0 =
1√

2n+ 1
Cn0, (1.43)

{
C̄nm
S̄nm

}
=

√
(n+m)!

2(2n+ 1)(n−m)!

{
Cnm
Snm

}
, (m 6= 0) (1.44)

P̄n0 =
√

2n+ 1Pn0(t), (1.45)

P̄nm =

√
2(2n+ 1)(n−m)!

(n+m)!
Pnm(t). (1.46)

Решења (1.38) и (1.39) представљаjу општа решења Лапласове jедначине. Ако се за
површ S усвоjи сфера плупречника R и ако су на њоj задате (познате) вредности:

VS = V (R, θ, λ) =

∞∑
n=0

n∑
m=0

[Anm cosmλ+Bnm sinmλ]Pnm(t), (1.47)

могуће jе из општих решења одредити она коjа на сфери имаjу вредности VS , односно
она коjа представљаjу решењеДирихлеовог проблема за задате (познате) вредности на
сфери:

• за тачке у простору унутар сфере

V (r, θ, λ) =

∞∑
n=0

( r
R

)n n∑
m=0

[Anm cosmλ+Bnm sinmλ]Pnm(t) (1.48)
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• и за тачке у простору ван сфере

V (r, θ, λ) =
∞∑
n=0

(
R

r

)n+1 n∑
m=0

[Anm cosmλ+Bnm sinmλ]Pnm(t). (1.49)

Коришћењем сферних координата центрифугални потенциjал може бити записан у
облику:

Φ =
1

2
ω2r2 sin2 θ. (1.50)

1.8 Нормални потенциjал
The gravity field of the level ellipsoid

Нормалнипотенциjал jе потенциjал убрзања теже тела чиjа jефизичкаповршобртни
елипсоид, чиjа jе унутрашњост у потпуности испуњена масом (Слика 1.6). Маса коjа
испуњава елипсоид jеднака jе маси Земље, а центар масе поклапа се са центром масе
Земље. Заjедно са Земљом Нормална Земља ротира угаоном брзином Земљине рота-
циjе око средње осе Земљине ротациjе, односно мале осе елипсоида. Распоред маса jе
тако одабран да нормални потенциjал поседуjе ротациону симетриjу.

Обртни елипсоид jе у геоцентричном координатном систему у потпуности дефинисан
своjом великом (aU ) и малом полуосом (bU ) путем релациjе:

x2 + y2

a2
U

+
z2

b2U
= 1. (1.51)

На оваj начин дефинисано тело често се називаНормалном Земљом, а нормални потен-
циjал нормалним пољем. Након увођења нормалног потенциjала, потенциjал убрзања
Земљине теже често се назива реалним потенциjалом.

Нормални потенциjал дефинише се скаларном функциjом:

U = U(~rB) = U(xB, yB, zB), (1.52)

а његов градиjент назива се нормалним убрзањем:

~γ = ∇U =

(
∂U

∂x
,
∂U

∂y
,
∂U

∂z

)
. (1.53)

Као и у случаjу реалног потенциjала, геометриjске особине нормалног потенциjала из-
учаваjу се применом нивоских површи и линиjа сила, али у овом случаjу линиjа сила
коjе се у геодезиjи називаjу нормалне вертикале.

Нормалне вертикале су закривљене само у равни меридиjана, а сам елипсоид као фи-
зичка површ Нормалне Земље у исто време jе и нивоска површ нормалног потенци-
jала:

U(x, y, z) = U0 = const. (1.54)
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Слика 1.6: Нормална Земља

1.9 Нормални потенциjал у функциjи сферних хармоника
Expansion of the normal potential in spherical harmonics

Као и у случаjу реалног потенциjала, потенциjал убрзања Нормалне Земље може се
третирати путем гравитационог потенциjала коjи генерише маса Нормалне Земље и
центрифугалног потенциjала коjи настаjе као последица ротациjе Нормалне Земље:

U = VU + ΦU , (1.55)

када важе и све наведене релациjе у погледу спољашњег и унутрашњег потенциjала
коjе се односе на гравитациони потенциjал реалне Земље:

• у спољашњемпросторунормални гравитационипотенциjал jе хармониjскафунк-
циjа

∆VU = 0, (1.56)

• док у тачкама нормалне Земље важи релациjа

∆VU = −4GπρE , (1.57)

где jе ρE густина маса нормалне Земље. Особина нормалног гравитационог потенци-
jала дата са (1.56) представљаоснову за решењеДирихлеовог проблема за случаj када се
телоНормалне Земље у потпуности налази унутар сфере, на коjоj су познате вредности
самог нормалног гравитационог потенциjала. Другим речима, израз (1.56) омогућава
да се нормални гравитациони потенциjал представи у функциjи сферних хармоника:

VU =
GMU

r

[
1 +

∞∑
n=1

CU2n

(aU
r

)2n
P2n(t)

]
, (1.58)
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при чему су коефициjенти дефинисани са:

CU2n = (−1)n
3e2n

(2n+ 1)(2n+ 3)

(
1− n+ 5n

C −A
MUE2

)
, (1.59)

где jе e први броjни ексентрицитет,

e2 =
a2
U − b2U
b2U

, (1.60)

E линеарни ексентрицитет,
E2 = a2

U − b2U , (1.61)

а A и C су моменти инерциjе Нормалне Земље у односу на X и Z осе геоцентричног
координатног система1:

A =

∫∫∫
E

(y2
B + z2

B)dMU , (1.62)

C =

∫∫∫
E

(x2
B + y2

B)dMU , (1.63)

и где jеMU маса Нормалне Земље. Због ротационе симетриjе у (1.58) постоjе само чла-
нови коjи зависе од n, а због симетриjе у односу на екватор не постоjе ни непарни чла-
нови (Heiskanen & Moritz, 1967).

1.10 Аномалиjски потенциjал
Anomalous gravity field

Нормалнипотенциjал се употпуностиможедефинисатипутем4параметра (Heiskanen
& Moritz, 1967), а наjчешће се користе 2:

• велика полуоса елипсоида aU ,

• маса тела Нормалне ЗемљеMU ,

• угаона брзина ротациjе Нормалне Земље ωU ,

• и динамички фактор облика Нормалне Земље CU20.

Ако се, сагласно дефинициjиНормалне Земље у претходномпоглављу, усвоjи да jе маса
Нормалне Земље jеднака маси тела Земље, као и то да Нормална Земља ротира истом
угаоном брзином као и реална Земља може се писати:

MU = M, (1.64)
ωU = ω. (1.65)

1Ознака E у наредним jедначинама односи се на област интеграциjе, а не на линерни ексентрицитет.
2Поред наведених услова поставља се jош и услов да jе нормални потенциjал на елипсоиду броjно jед-

нак реалном потенциjалу на геоиду: U0 =W0.

15



За велику полуосу се усваjа полупречник Земље у равни екватора,

aU = a, (1.66)

a за динамички фактор облика усваjа се динамички фактор облика Земље C20
3

CU20 = C20. (1.67)

Овако усвоjени параметри омогућаваjу да се однос реалног и нормалог потенциjала
може приказати путем релациjе:

W ≈ U. (1.68)

Знак за приближно у претходном изразу последица jе постоjања разлика коjе постоjе
између тела Земље и тела Нормалне Земље, од коjих jе наjважниjе споменути: посто-
jање топографских маса4, распоред густина маса тела Земље, разлику облика тела Зе-
мље и тела Нормалне Земље.

Ако се усвоjи да све наведене разлике генеришу гравитациони потенциjал T тада се
(1.68) може записати у облику jедначине:

W = U + T. (1.69)

Да jе T гравитациони потенциjал може се закључити на основу дефинициjа реалног
и нормалног потенциjала. Ако се у (1.69) реални и нормални потенциjал представе у
облику збира гравитационог и центрифугалног потенциjала следи

V + Φ = VU + ΦU + T. (1.70)

Како по дефинициjи нормалног центрифугалног потенциjала мора бити испуњено:

ΦU = Φ, (1.71)

следи да jе потенциjал T разлика реалног и нормалног гравитационог потенциjала:

T = V − VU . (1.72)

Потенциjал T назива се аномалиjским потенциjалом, а с обзиром на (1.26) (1.56) следи
да jе аномалиjски потенциjал хармониjска функциjа:

∆T = ∆(V − VU ) = ∆V −∆VU = 0− 0 = 0. (1.73)
3Из динамичког фактора облика, коjи представља коефициjент сферно хармониjског развоjа Земље за

n = 2 и m = 0, одређуjе се мала полуоса елипсоида (Moritz, 1984). Ако се занемари ова чињеница за 4.
параметар може се усвоjити спљоштеност f = (a−b)/a odakle се може срачунатимала полуоса елипсоида.

4У геодезиjи се све масе изнад геоида називаjу топографксим масама.

16



1.11 Аномалиjски потенциjал
у функциjи сферних хармоника
Series expansions of the anomalous gravity field

С обзиром на (1.40) и (1.58), а сагласно усвоjеним параметрима (1.64) до (1.67), за
аномалиjски потенциjал у функциjи сферних хармоника директно се може писати 5:

T =
GM

r

∞∑
n=0

(a
r

)n n∑
m=0

[(
Cnm − CUnm

)
cosmλ+ Snm sinmλ

]
Pnm(t). (1.74)

1.12 Функционали аномалиjског потенциjала
Linear functionals of the anomalous field

Веза између аномалиjског потенциjала и његових линеарних функционала:

• ундулациjе геоида (N),

• поремећаjног убрзања (δg),

• аномалиje убрзања (∆g),

• компонентe одступања вертикала у правцу меридиjана (ξ)

• и компонентe одступања вертикала у правцу првог вертикала (η),

у сферноj апроксимациjи елипсоида, дате су следећим релациjама (Hofmann-Wellenhof
& Moritz, 2005):

N =
T

γ0
, (1.75)

δg = −∂T
r
, (1.76)

∆g = −∂T
∂r
− 2

r
T = −∂T

∂r
− 2

a
T, (1.77)

ξ =
1

rγ0

∂T

∂θ
=

1

aγ0

∂T

∂θ
, (1.78)

η = − 1

rγ0 sin θ

∂T

∂λ
= − 1

aγ0 sin θ

∂T

∂λ
. (1.79)

где jе γ0 вредност нормалног потенциjала у одговараjућоj тачки на елипсоиду и где се
аномалиjски потенциjал односи на одговараjуће тачке на геоиду. На основу (1.74) и
претходно приказаних израза следи да се функционали аномалиjског потенциjала у

5Анализом израза путем коjих су дефинисани реални и нормални потенциjал у функциjи сферних хар-
моника, може се уочити да су чланови нултог степена у оба случаjа облика GM/r одакле следи да анома-
лиjски потенциjал неће садржати чланове нултог степена, а како jе координатни систем геоцентричан
неће постоjати ни хармонике првог степена.
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функциjи сферних хармоника могу приказати путем следећих jедначина:

N =
GM

rγ0

∞∑
n=0

(a
r

)n n∑
m=0

[(
Cnm − CUnm

)
cosmλ+ Snm sinmλ

]
Pnm(t), (1.80)

δg =
GM

r2

∞∑
n=0

(n+ 1)
(a
r

)n n∑
m=0

[(
Cnm − CUnm

)
cosmλ+ Snm sinmλ

]
Pnm(t), (1.81)

∆g =
GM

r2

∞∑
n=0

(n− 1)
(a
r

)n n∑
m=0

[(
Cnm − CUnm

)
cosmλ+ Snm sinmλ

]
Pnm(t), (1.82)

ξ =
GM

arγ0

∞∑
n=0

(a
r

)n n∑
m=0

[(
Cnm − CUnm

)
cosmλ+ Snm sinmλ

] ∂Pnm(t)

∂θ
, (1.83)

η = − GM

arγ0 sin θ

∞∑
n=0

(a
r

)n n∑
m=0

[
−m

(
Cnm − CUnm

)
sinmλ+mSnm cosmλ

]
Pnm(t). (1.84)

За све практичне радове довољно jе узимати у обзир CUnm само за степене 2,4,6 и 8, а с
обзиром на (1.58) само су CUn0 различити од 0.
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2
Глобални геопотенциjални модели
Global geopotential models
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Угеодезиjи, математичкафункциjа коjа се користи запотребе апроксимирањапоља
убрзања Земљине теже, у простoру ван тела Земље, назива се глобални модел поља убр-
зања Земљине теже, глобални геопотенциjални модел или jедноставно глобални модел
(Barthelmes, 2014).

Коришћењем ортонормираних сферних хармоника, а на основу релациjа приказаних у
претходном поглављу, потенциjал убрзања Земљине теже може се приказати у облику:

W (r, θ, λ) =
GM

a

∞∑
n=0

(a
r

)n+1
n∑

m=0

[
C̄nm cosmλ+ S̄nm cosmλ

]
P̄nm(t) +

1

2
ω2r2 sin2 θ, (2.1)

a нормални потенциjал:

U(r, θ, λ) =
GM

a

∞(8)∑
n=0(2)

(a
r

)n+1
C̄UnmP̄nm(t) +

1

2
ω2r2 sin2 θ. (2.2)

У jедначини (2.1) непознати чланови су коефициjенти C̄nm и S̄nm, а сви остали чла-
нови су:

• фундаменталне физичке константе (G,M,ω) коjе се за потребе примене израза
(2.1) могу сматрати већ одређеним

• и координате тачака (r, θ, λ) коjе се данас релативно лако могу одредити.

У циљу примене наведене jедначине неопхoдно jе одредити непознате коефици-
jенте и то до само одређеног степенаn1 и редаm, на основу само сателитски прикупље-
них информациjа о пољу Земљине теже или комбиновањем сателитски и терестрички
прикупљених информациjа.

Код сателитских податакамогуће jе коефициjенте оцењивати из података опажања пу-
тања сателита и везе коефициjената сферно хармониjског развоjа са променамаКепле-
рових параметара путање сателита (Heiskanen&Moritz, 1967) или путемподатака при-
купљених у сателитским мисиjама, дедицираним истраживању поља Земљине теже,
односно гравитационом пољу тела Земље од коjих се посебно издваjаjу:

• CHAMP (Challenging Minisatellite Payload) (Reigber et al., 2003),

• GRACE (Gravity Recovery and Climate Experiment) (Adam, 2002),

• GOCE (Gravity Field and Steady State Ocean Circulation Explorer) (Rebhan et al., 2000).

Коришћењем сателитски прикупљених података одређуjу се чисто сателитска решења
до релативно ниског степена (10,20, 60,...,300, 360,...).

У комбинациjи са терестричким опажањима, аномалиjама убрзања или дискретним
вредностима аномалиjа висина или ундулациjа геоида, данас се одређуjу комбиновани
глобални модели високог степена, примера ради и до степена 2190 (Pavlis et al., 2012).

1Максимални одређени степен глобалног модела наjчешће се обележава саNmax.
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2.1 Међународни сервис за поље силе Земљине теже
The International Gravity Field Service

Међународни сервис за поље силе Земљине теже (International Gravity Field Service
- IGFS), као сервис Међународног удружења за геодезиjу2 (International Association of
Geodesy - IAG), посвећен jе:

• прикупљању, провери квалитета и омогућавању приступа подацима коjи се од-
носе на поље силе Земљине теже,

• иницирању и одржавању курсева и публиковање материjала,

• унификациjи података о пољу силе Земљине теже за потребе Глобалног геодет-
ског система опажања (Global Geodetic Observation System - GGOS).

IGFS jе састављен од низа сервиса и центара:

• Међународни гравиметриjски сервис (Bureau Gravimetrique International - BGI),

• Међународни севис за геоид (International Service for the Geoid - ISG),

• Међународни центар за глобалне моделе Земље (International Center for Global
Earth Models - ICGEM),

• Међународни сервис за за дигиталнемоделе висина (InternationalDigital Elevation
Model Service - IDEMS),

• Међународни сервис за геодинамикуиЗемљинеплиме (InternationalGeodynamics
and Earth Tide Service - IGETS),

• Међународницентар за техничкуподршку (Technical Support Centre of IGFS - IGFS-
TSC).

Готово сви глобалнимодели, jавно доступни, налазе се у ICGEM сервису чиjа jе дужност
да:

• прикупља глобалне моделе,

• обезбеди интернет приступ глобалним моделима и њиховим релевантним пода-
цима,

• обезбеди визуални приказ поља силе Земљине теже, њихове разлике и промене
у времену,

• обезбеди литературу о сферним хармоникама и прорачунима за коjе jе сервис
задужен

• и финално, да обезбеди DOI (Digital Object Identifier) за податке сваког модела
(коефициjенте).

Наинтернет страниhttp://icgem.gfz-potsdam.de/homeмогуће jе преузети, у овом
тренутку, готово све релевантне моделе коjе се користе у практичним применама.

2IAG jе jедна од низа асоциjациjа Међународног удружења за геодезиjу и геофизику (International
Unioin of Geodesy and Geophysics - IUGG)
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2.2 Преузимање глобалних модела са интернет стране ICGEM
Downloading the global model

Архиве глобалних модела дате су у облику текстуалних датотека, а подељенe су у
две групе (Слика 2.1):

• статички модели (http://icgem.gfz-potsdam.de/tom_longtime) и

• временски модели (http://icgem.gfz-potsdam.de/series),

Слика 2.1: Део интернет стране ICGEM

На слици 2.1 наведене две опциjе интернет стране заокружене су црвеним правоу-
гаоником. Одабирањем, примера ради, опциjе са статичким моделима, поjављуjе се
страна са табелом свих расположивих модела (Слика 2.2). Одабирањем опциjе gfc или
zip (црвени квадрат на слици) архива моделa биће пребачена на локални рачунар.

Поред могућности преузимања глобалних модела на интернет страни ICGEM постоjе
и опциjе за низ прорачуна као и низ опциjа коjе се односе на визуализациjу података
одређених применом одaбраног глобалног модела.

Такође, поред глобалних модела планете Земље могуће jе преузети и глобалне мо-
деле за Земљин природни сателит Месец и планете Венеру и Марс (http://icgem.
gfz-potsdam.de/tom_celestial).
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Слика 2.2: Део интернет стране ICGEM са списком глобалних модела
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Када се глобални модел преузме (директним одабиром опциjе gfc или zip), пода-
цима из архиве модела могуће jе приступити у било ком програму коjи jе прилагођен
за рад са текстуалним датотекама, примера ради program Notepad (Notepad++,...). Део
модела под именом GOCO03s приказан jе на наредноj слици.

Слика 2.3: Део архиве модела GOCO03s

Архива сваког модела састоjи се из три дела (http://icgem.gfz-potsdam.de/
ICGEM-Format-2011.pdf):

• oсновног описа глобалног модела (на слици 2.3 део унутар плавог правоугаоника)
коjи наjчешће садржи списак аутора модела и основне податке из коjих jе модел
одређен,
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• заглавља (header) модела коjи обавезно мора да садржи основне податке о моделу
(на слици 2.3 део унутар зеленог правоугаоника),

• и део са коефициjентимамодела са оценом тачности одређивања коефициjената.

Основниподаци коjи се налазе у заглављу су: тип производа (product_type), имемодела
(modelname), геоцентрична гравитационаконстанта Земље (earth_gravity_constant), по-
лупречник Земље у равни екватора (radius), максимални степен (max_degree), третман
оцена тачности модела при оцени коефициjента (errors), коjе хармонике се користе
(ортонормиране или обичне - norm), третман Земљиних плима при оцени коефици-
jената модела (tide_system). Поред наведених параметара могуће jе у заглављу врло
често наћи и интернет адресу на коjоj се налазе готово сви релевантни подаци о мо-
делу. На приказаном делу модела податакa GOCO03s у заглављу за url модела дата jе
адреса www.goco.eu.

2.3 Референтни нормални потенциjал и усаглашавање
коефициjената глобалног модела
Reference potential and the scale difference

У циљу примене израза од (1.80) до (1.84) неопходно jе претходно усвоjити нор-
мални потенциjал, коjи jе, како jе већ напоменуто, у потпуности дефинисан усваjањем
4 релевантна параметра. Сагласно препорукама међународног сервиса за ротациjу и
референтне системе Земље (Earth Rotation and Refeence Systems Service - IERS) (Petit &
Luzum, 2010) данас се jош увек усваjаjу параметри нормалног поља Геодетског рефе-
рентног система 1980 (Geodetic Reference System 1980 - GRS80) Moritz (1984).

Нормално поље система GRS80 дефинисано jе на основу следећих броjних вредности:

• средњи полупречник Земље у равни екватора3

a = 6378137m,

• геоцентрична гравитациона константа Земље (укључуjући атмосферу)

GM = 3986005 · 108 m3s−2,

• динамички фактор облика Земље4

J2 = 108263 · 10−8,

• угаона брзина Земљине ротациjе

ω = 7292115 · 10−11 rad s−1.
3У циљу приказивања што jедноставниjих израза параметри за Нормалну Земљу означени су исто као

и параметри одређени за планету Земљу.
4Параметар J2 само jе друга ознака за параметар −C20.
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Увидом у основне податке из заглавља модела GOCO03s следи да су, при оцени коефи-
циjената модела, добиjене и оцене за геоцентричну гравитациону константу и полу-
пречник Земље у равни екватора коjе имаjу следеће вредности:

• средњи полупречник Земље у равни екватора

aGOCO03s = 6378136.3m,

• геоцентрична гравитациона константа Земље

GMGOCO03s = 3986004.415 · 108 m3s−2.

У циљу добиjања функционала аномалиjског потенциjала у односу на нивоски елип-
соид система GRS80 неопходно jе оцене коефициjената усагласити применом следеће
релациjе (Gruber et al., 2010):{

C̄ELLnm

S̄ELLnm

}
=

(
GMGOCE03s

GM

)(
aGOCE03s

a

){
C̄GOCE03s
nm

S̄GOCE03s
nm

}
, (2.3)

где су C̄GOCE03s
nm и S̄GOCE03s

nm ортонормирани коефициjенти модела GOCO03s, a C̄ELLnm и
S̄ELLnm ортонормирани коефициjенти коjи се односе на параметре (константе) нивоског
елипсоида референтног система GRS80. Након усаглашавања jедначина од (1.80) до
(1.84) могуће jе, коришћењем ортонормираних хармоника и коефициjената, записати
у облику (Gruber et al., 2010) 5:

N =
GM

rγ0

Nmax∑
n=0

(a
r

)n n∑
m=0

[
∆C̄nm cosmλ+ ∆S̄nm sinmλ

]
P̄nm(t), (2.4)

δg =
GM

r2

Nmax∑
n=0

(n+ 1)
(a
r

)n n∑
m=0

[
∆C̄nm cosmλ+ ∆S̄nm sinmλ

]
P̄nm(t), (2.5)

∆g =
GM

r2

Nmax∑
n=0

(n− 1)
(a
r

)n n∑
m=0

[
∆C̄nm cosmλ+ ∆S̄nm sinmλ

]
P̄nm(t), (2.6)

ξ =
GM

arγ0

Nmax∑
n=0

(a
r

)n n∑
m=0

[
∆C̄nm cosmλ+ ∆S̄nm sinmλ

] ∂P̄nm(t)

∂θ
, (2.7)

η = − GM

arγ0 sin θ

Nmax∑
n=0

(a
r

)n n∑
m=0

[
−m∆C̄nm sinmλ+m∆S̄nm cosmλ

]
P̄nm(t), (2.8)

5За сумирање по стeпену може се кренути од n=2. Погледаj футноту 5 у Глава 1. Код аномалиjа убрзања
неће постоjати хармонике првог реда, чак кад оне постоjе и код аномалиjског потенциjала (због члана
(n − 1)), тако да сумирање по степену може поћи од 1. Од коjег степена ће кренути сумирање зависи од
хипотеза коjе се усвоjе. Ако се усвоjи хипотезе да jе маса Нормалне Земље jеднака маси Земље и хипотеза
да се координатни почетак поклапа са тренутним центром масе Земље сумирање може поћи од 2.
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где су:

∆C̄nm = C̄ELLnm ,

∆S̄nm = S̄ELLnm ,

∆C̄n0 = C̄ELLn0 − C̄Un0, (n = 2, 4, 6, 8),

∆C̄00 = C̄ELL00 − 1.

2.4 Глобални модели и третман плима тела Земље
Global models and permanent tides

При одређивању кеофициjената глобалног модела утицаj плима тела Земље могуће
jе третирати на различите начине. У практичним и научним применама посебно се
издваjаjу три врсте приступа, што доводи до три различита модела6:

• tide-freeмодели, онимодели код коjих су директниииндиректни7 утицаjи Сунца
и Месеца моделирани и елиминисани при оцени коефициjената модела,

• zero модели код коjих су директни утицаjи Сунца и Месеца моделирани и ели-
минисани при оцени коефициjената модела, али индиректни ефекти су и даље
присутни,

• и mean модели код коjих нема посебног моделирања нити елиминациjе плим-
ских ефеката.

Коjи ће се од три наведена модела (система) користити у значаjноj мери зависи од
тога са коjим се подацима глобални модел комбинуjе (Makinen & Ihde, 2007):

• тренутно важеће IAG резолуциjе из 1983. године препоручуjу zero систем за гра-
витационо поље и његове параметре,

• у погледу 3D позиционирања препоручени систем jе tide-free,

• за сва гравиметриjска мерења и даље се препоручуjе zero систем,

• регионални модели геоида су наслеђивали tide-free систем из глобалних модела,
али се данас често одређуjу у zero систему,

• у сателитскоj алтиметриjи користе се mean глобални модели,

• ...

Без обзира са коjим моделом се расположе могуће jе извршити трансформациjу jедног
модела у други (Petit & Luzum, 2010).

У оквиру овог уџбеника у свим приказаним прорачунима коришћен jе tide-free модел
и то за све примењене глобалне моделе.

6...или три различита система у коjима jе модел одређен.
7Деформациjе тела чврсте Земље коjе настаjу због плимскик утицаjа.
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3
Одређивање аномалиjа убрзања
применом глобалних модела
Gravity anomaly determination by global geopotential models
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Прегледом ICGEM интернет стране, у делу где се налази списак расположивих мо-
дела, може се уочити да jе први публиковани модел из 1966. године (Lundquist & Veis,
1966). Модел jе публикован под именом SE1, а његов степен jе 15. Коефициjенти мо-
дела одређени су коришћењем само сателитских података. Коришћењеммодела овако
ниског степена добиjаjу се аномалиjе убрзања коjе су приближно jеднаке аномалиjама
коjе се односе на геоид али и аномалиjама слободног ваздуха. Након, условно речено
овог првог модела, ређаjу се модели са степеном од 24,...,8,...,180, а тек 1986. године пу-
бликован jе први модел степена 360 (Rapp & Cruize, 1986). Модел под именом OSU86e
креиран jе коришћењем алтиметриjских података, терестрички одређених аномалиjа
ипретходнопостоjећегмоделаGEML2 (Lerch et al., 1982). Коришћењемовогмоделамо-
гуће jе одредити аномалиjе убрзања у било коjоj тачки планете Земље, али како су при
оценикоефициjената коришћене аномалиjе убрзањаодређененафизичкоj површиЗе-
мље (претходно нису извршене било какве редукциjе интензитета убрзања) следи да
ће применом (2.6) бити одређене аномалиjе слободног ваздуха.

Аномалиjе слободног ваздуха у теориjу одређивања поља Земљине теже увео jе Мо-
лоденски (Molodensky, 1958). Аномалиjа слободног ваздуха jе по дефинициjи разлика
интензитета реалног и нормалног убрзања:

∆g = gP − γQ, (3.1)

при чему се gP односи на физичку површ Земље, а γQ на телурод (Слика 3.1)1.

Слика 3.1: Вектори реалног и нормалног убрзања
на физичкоj површи Земље и телуроиду

1На слици jе са θ означен угао одступања вертикале Молоденског
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3.1 Одређивање аномалиje убрзања
применом глобалних модела
Gravity anomaly determination by global geopotential models - one point example

За потребе одређивања аномалиjе убрзања применом израза (2.6) и коефициjената
неког од глобалнихмодела, у произвољноj тачки нафизичкоj површи Земље или у про-
стору ван Земље, потребно jе иматина располагању само геодетске координате (B,L, h)
те тачке у односу на Геодетски референтни систем GRS802. Геодетске координате jе
релативно jедноставно приказати у виду геоцетричних правоуглих координата (x, y, z)
(Hofmann-Wellenhof et al., 1997), a коришћењем израза (1.31) могу се одредити и ин-
верзне релациjе:

r =
√
x2 + y2 + z2,

θ = arctan

√
x2 + y2

z
, (3.2)

λ = arctan
y

x
.

и тако одредити сферне координате тачке.

Након одређивања сферних координата применомизраза (2.6) директно се добиjа вре-
дност аномалиjе убрзања∆g. Примера ради:

• геодетске координате неке тачке P у Србиjи имаjу следеће вредности:

B = 43◦.3834421,

L = 19◦.6379885,

h = 497.442 m,

• у односу на ITRS89 из трансфорамциjе следи:

x = 4373088.2353 m,
y = 1560454.5491 m,
z = 4358900.9760 m,

• а њене сферне координате су:

r = 6368589.8621 m,
θ = 46◦.8086235,

λ = 19◦.6379885.

За вредност аномалиjе убрзања у тачки P применоммодела GOCO03s и jедначине (2.6)
добиjа се вредност од 74.34 mgal.

2Могуће jе одабрати било коjе друго нормално поље за коjе постоjи физичко оправдање за примену
глобалног модела.
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3.2 Терестрички подаци на локалном подручjу
Terrestrial data in the local area

Поступак одређивања аномалиjе убрзања у потпуности jе исти без обзира да ли се
рачунања односе на само jедну тачку, као у претходном поглављу, или за низ тачака.

У практичним применама глобални модел се наjчешће примењуjе на неком локал-
ном подручjу3, при чему се под локалнимподручjем подразумева териториjа, примера
ради, површине 10 km x 10 km, подручjе неког града, региона или целе државе.

У циљу илустрациjа одређивања на локалном подручjу, у оквиру овог уџбеника, кори-
шћен jе гравиметриjски премер Србиjе чиjи jе распоред тачака приказан на слици 3.2
(Odalović et al., 2012). Гравиметриjски премер садржи више од 90000 тачака, при чему
су у свакоj тачки познате координате тачке у односу на GRS80, a убрзање Земљине теже
je дато у односу на међународни гравиметриjски референтни систем базиран на Ме-
ђународноj мрежи убрзања Земљине теже из 1971 (International Gravity Standardization
Network 1971 - IGSN71) (Odalović, 2010).

Слика 3.2: Распоред тачака гравиметриjског премера Србиjе

Сви примери у циљу илустрациjе, у овом и наредним поглављима, дати су само
3Поступак jе у потпуности исти ако се модел примењуjе за подручjе целе планете или континента.

Евентуалниначинпромене поступка рачунањаможе бити само у непосредноj близиниполова тела Земље
(Gottlieb, 1993; Pines, 1973).
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за подскуп гравиметриjског премера коjи се састоjи од 4083 тачке, коjе су релативно
правилно распоређене по читавоj териториjи Србиjе (Слика 3.3). Основни разлог за
издваjање подскупа jе скраћивање потребног времена рачунања применом глобалних
модела (посебно модела високог степена).

Слика 3.3: Распоред тачака дела гравиметриjског премера Србиjе

С обзиром на чињеницу да се у свакоj тачки гравиметриjског премера располаже
са координатама и убрзањем могуће jе срачунати вредности аномалиjа слободног ва-
здуха у свим тачкама подручjа.

За рачунања аномалиjа слободног ваздуха примењен jе израз (3.1), при чему се gP од-
носи на мерену вредност убрзања, а γQ на на нормално убрзање у одговараjућоj тачки
на телуроиду (Hofmann-Wellenhof & Moritz, 2005):

γQ = γ0

[
1− 2

a

(
1 + f +m− 2f sin2B

)
HN
Q +

3

a2
(HN

Q )2

]
, (3.3)

где jе HN
Q нормална висина тачке Q (елипсоидна висина тачке Q коjа се налази на те-

луроиду), f спљоштеност елипсоида и где jе

m =
ω2a2b

GM
. (3.4)

Општи облик површи аномалиjа слободног ваздуха приказан jе на наредноj слици, а
основни статистички подаци одређивања аномалиjа дати су у табели 3.1.
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Сви основни статистички подаци, коjи се односе на скупове коjи следе из прорачуна,
у оквиру овог уџбеника су следећи: n броj елемената скупа,Min минимални елемент
скупа,Max максимални елемент скупа, SV средња вредност,

SV =
1

n

n∑
i=0

xi, (3.5)

при чему jе xi i-ти елемент скупа и SD стандардна девиjациjа,

SD =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − SV )2. (3.6)

Слика 3.4: Општи облик површи аномалиjа слободног ваздуха
(jединице mgal, еквидистанца 20 mgal)

Табела 3.1: Основни статистички подаци∆g (n=4083)

Параметар Min Max SV SD

∆ g [mgal] 42.31 209.14 33.19 29.03
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3.3 Примена глобалних модела на локалном подручjу
Gravity anomaly determination in local areas

Применом (2.6) и глобалног модела GOCO03s, у свим тачкама подручjа, добиjаjу се
аномалиjе убрзања чиjи jе општи облик површи приказан на слици 3.5, са основним
статистичким подацима скупа аномалиjа коjе су дате у табели 3.2.

Слика 3.5: Општи облик аномалиjа убрзања одређених применом модела GOG03s
(jединице mgal, еквидистанца 20 mgal)

Табела 3.2: Основни статистички подаци∆gGOCO03s (n=4083)

Параметар Min Max SV SD

∆gGOCO03s [mgal] 6.00 74.94 35.56 16.77

Одређена два скупа аномалиjа у потпуности су довољна за проверу квалитета гло-
балног модела GOCO03s на териториjи Србиjе.

Формирањем разлика,
R∆gGOCO03s−∆g = ∆gGOCO03s −∆g, (3.7)
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за све тачке скупа, могуће jе приказати општи облик површи разлика (Слика 3.6) и
срачунати основне статистичке податке (Табела 3.3).

Слика 3.6: Општи облик разлика R∆gGOCO03s−∆g

(jединице mgal, еквидистанца 20 mgal)

Табела 3.3: Основни статистички подаци разлика R∆gGOCO03s−∆g (n=4083)

Параметар Min Max SV SD

R∆gGOCO03s−∆g [mgal] -142.20 94.95 2.40 25.54

Увидом у опши облик површи и приказане основне статистичке податке може се
закључити следеће:

• у северном делу Србиjе применоммодела GOCO03s добиjаjу се негативне разлике
R∆gGOCO03s−∆g и разлике чиjи jе интензитет близак нули,

• идући од севера ка jугу поjављуjу се позитивне и негативне вредности разлика, а
и интензитет разлика значаjно се повећава у истом смеру,

• средња вредност разлика jе свега 2.40mgal, али стандардна девиjациjа jе значаjна
и износи 25.54 mgal.
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За основни разлог поjављивања наведних разлика, као и за њихов распоред, може се
навести постоjање и распоред топографксих маса на териториjи Србиjе (Слика 3.7) 4,
али и степен глобалног модела, односно резолуциjа глобалног модела.

Слика 3.7: Општи облик топографских маса на териториjи Србиjе

3.4 Резолуциjа глобалног модела
The resolution of the global models

За потребе дефинисања резолуциjе глобалног модела физичка површ планете Зе-
мље дели се на квазиквадрате∆, применом меридиjана и паралела (Слика 3.8) (Sanso,
2013). Стране квазиквадрата (∆i) могуће jе третирати као разлику географских ко-
ордината, односно као делове лукова меридиjана и паралела, примера ради, дужине
0.5◦. Ако се обезбеди скуп података такав да jе његовим коришћењеммогуће одредити
средњу вредност некогфункционала аномалиjског потенциjала5 за свако подручjе∆на
планети Земљи, за такав скуп података усваjа се да има резолуциjу од 0.5◦ x 0.5◦. Ако
се такви подаци искористе у циљу одређивања коефициjената неког глобалног модела,
за тако добиjени модел усваjа се да jе управо те резолуциjе, 0.5◦ x 0.5◦.

4Упоређењем садржаjа слика 3.4 и 3.7 лако jе уочити зависност аномалиjа слободног ваздуха у односу
на распоред топографских маса.

5Наjчешће аномалиjа слободног ваздуха.
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Слика 3.8: Подела физичке површи Земље на квазиквадрате∆

Унумеричкомпогледу резолуциjу глобaлногмоделамогуће jе приближно одредити
из максималног степена модела Nmax на основу релациjе

∆i ≈
360◦

2Nmax
. (3.8)

Модел GOCO03s има максимални степенNmax=250, па из претходне релациjе следи да
jе резолуциjа модела 0.72◦, што je приближно jеднако сферноj дистанци ψ од 80 km на
географскоj ширини екватора. За низ различитих максималних степена модела резо-
луциjе модела приказане су у наредноj табели.

Табела 3.4: Однос резолуциjе и степена глобалног модела

Степен Резолуциjа Растоjање Степен Резолуциjа Растоjање

Nmax ∆i ψ Nmax ∆i ψ

[-] [Степени] [km] [-] [Степени] [km]

2 90 10002 360 0.5 56

50 3.6 400 500 0.36 40

100 1.8 200 1000 0.18 20

200 0.9 100 2000 0.09 10

250 0.72 80 5000 0.04 4

300 0.6 67 10000 0.02 2
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Резолуциjа модела има велики значаj посебно у одређивању аномалиjа убрзања.
Примера ради, применом глобалногмодела EarthGravitationalModeл (EGM2008) (Pavlis
et al., 2012) коjи jе степена 2190, добиjа се значаjно боља апроксимациjа аномалиjа сло-
бодног ваздуха на териториjи Србиjе. Резолуциjа модела jе око 5 лучних минута у оба
правца (правац север-jуг, правац исток-запад), односно око 9.1 km на географскоj ши-
рини екватора. Општи облик аномалиjа одређених применом EGM2008 приказан jе на
наредноj слици, а њихови основни статистички подаци дати су у табели 3.5. Упоређе-
њем слика 3.9 и 3.4 може се уочити далеко већа сличност општих облика површи од
апроксимациjе коjа следи из примене моделa GOCO03s (Слика 3.5).

Слика 3.9: Општи облик аномалиjа убрзања одређених применом модела EGM2008
(jединице mgal, еквидистанца 20 mgal)

Табела 3.5: Основни статистички подаци∆gEGM2008 (n=4083)

Параметар Min Max SV SD

∆gEGM2008 [mgal] -42.23 173.57 34.76 26.79

Сличност површи и квалитет апроксимациjе jедноставниjе jе уочити, односно по-
казати, формирањем скупа разликаR∆gEGM2008−∆g и креирањем њихове графичке пред-
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ставе, праћене са основним статистичким подацима (Слика 3.10 и табела 3.6). Резул-
тати показуjу да се аномалиjе убрзања одређене применом EGM2008 разликуjу од ано-
малиjа слободног ваздуха за 1.56 mgal, са стандардном девиjациjом од 14.73 mgal.

Са хистограма ралика R∆gEGM2008−∆g коjи jе приказан на слици 3.11 може се уочити да
jе 85% разлика груписано око вредности 0 mgal са распоном од ± 20 mgal.

Слика 3.10: Општи облик разлика R∆gEGM2008−∆g

(jединице mgal, еквидистанца 20 mgal)

Табела 3.6: Основни статистички подаци разлика R∆gEGM2008−∆g (n=4083)

Параметар Min Max SV SD

R∆gEGM2008−∆g [mgal] -82.40 98.81 1.56 14.73
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Слика 3.11: Хистограм разлика R∆gEGM2008−∆g

Поред свега наведеног о резолуциjи модела посебно битно jе напоменути следеће:
резолуциjа модела у општем случаjу не мора бити показатељ квалитета модела.

Као што jе напоменуто при дефинисању резолуциjе, резолуциjа модела jеднака jе ре-
золуциjи података коjи се користе при одређивању коефициjената модела. Код модела
EGM2008 имплицитно следи да су при одређивању коефициjента модела коришћени
подаци са резолуциjом од 5’x 5’, односно следи да jе за сваки квазиквадрат од 5’x 5’
била позната средња вредност неког функционала аномалиjског потенциjала (у слу-
чаjу EGM2008 коришћење су аномалиjе слободног ваздуха).

Мећутим, у реалним условима ниjе у потпуности могуће обезбедити податке за сваки
квазиквадрат из низа разлога:

• аномалиjе слободног ваздуханису одређиване у свимподручjима тела Земље. По-
стоjе државе коjе немаjу детаљне гравиметриjске премере.

• На териториjимораиокеана (великих jезера) аномалиjе су одређиванеприменом
алтиметриjских мерења. Аномалиjе одређене на оваj начин нису истог квалитета
као и аномалиjе на континенталним деловима тела Земље.

• Аутори модела (без обзира на постоjање резултата мерења) нису располагали ре-
зултатима опажања аномалиjа слободног ваздуха у току одређивања коeфициjе-
ната самог модела.
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• Уциљуформалног испуњењарезолуциjе података често се прибегава одређивању
аномалиjа слободног ваздуха применом предикциjе на оним деловима тела Зе-
мље на коjима се не располаже резултатима опажања. Такви подаци свакако нису
истог квалитета као и подаци добиjени из резултатa мерења.

• ...

Из свих наведених разлога следи да се квалитет глобалног модела, на неком локалном
подручjу, може одредити тек након примене глобалног модела и упоређења добиjених ре-
зултата са терестрички одређеним вредностима функционала аномалиjског потенци-
jала, наравно са релевантног локалног подручjа.

41



4
Одређивање аномалиjа висина
применом глобалних модела
Anomaly height determination by global geopotential models
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Jедначина (2.4) може се користити само у циљу приближног одређивања ундулациjа
геоида (Gruber et al., 2010), а основни разлог jе непостоjање било каквих редукциjа и
третмана топографских маса пре оцене коефициjената глобалног модела. Из наведе-
ног разлога следи да се применом глобалних модела директно одређуjу аномалиjе ви-
сина.

Аномалиjа висине у тачки P , коjу jе такође дефинисао Молоденски, у геометриjском
смислу представља одсечак нормалне вертикале од тачке P до тачкеQ (Слика 4.1), при
чему jе тачкаQ, на нормалноj вертикали тачке P , одабрана тако да jе задовољен услов
UQ = WP .

Слика 4.1: Телуроид, нормална висина (HN
P ) и аномалиjа висине (ζ)

Израз за рачунање аномалиjе висине у било коjоj тачки на планети Земљи може се
приказати у облику:

ζ =
GM

rγ

Nmax∑
n=0

(a
r

)n n∑
m=0

[
∆C̄nm cosmλ+ ∆S̄nm sinmλ

]
P̄nm(t). (4.1)

Jедина разлика између (2.4) и (4.1) jе у присуству γ у (4.1) коjе се односи на телуроид,
док се у (2.4) γ0 односи на елипсоид.

Нормално убрзање γ одређуjе се применом (3.3), а вредност нормалног убрзања γ0 мо-
гуће jе одредити применом формуле Сомиљаниja (Heiskanen & Moritz, 1967) или при-
меном Формуле за нормално убрзање 1980 (Moritz, 1984).
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4.1 Одређивање аномалиje висина
применом глобалних модела
One point example

Као и у случаjу одређивања аномалиjа убрзања (Поглавље 3.1), у овом поглављу дат
jе нумерички пример одређивања аномалиjе висине само у jедноj тачки, применом
израза (4.1) и глобалног геопотенциjалног модела GOCO03s.

Управо за тачку дату у примеру поглавља 3.1 за аномалиjу висине добиjа се вредност
од ζ=47.46 m.

4.2 Терестрички подаци на локалном подручjу
Terrestrial data in the local area

Aномалиjа висине тачкеP , коjа се налази нафизичкоj површиЗемље, може се одре-
дити применом израза (Odalović, 2010):

ζ = h−HN , (4.2)

где су h иHN елипсоидна и нормална висина тачке P , респективно.

Елипсоидне висине данас jе релативно jедноставно одредити применом глобалних на-
вигационих сателитских система (Global Navigation Satellite Systems - GNSS), а нор-
малне висине су jедан од стандардних система висина коjи следе из реализациjе мреже
нивелмана високе тачности, наjчешћемреженивелмана високе тачности jедне државе.

На териториjи Србиjе, седамдесетих година прошлог века, развиjена jе мрежа нивел-
мана високе тачности (НВТ) у виду деламреженивелмана високе тачностиСФРJ (Соци-
jалистичке Федеративне Републике Jугославиjе) (Слика 4.2) (Odalović et al., 2016). При
реализациjи мреже висине свих репера одређене су у систему геопотенциjалних кота,
ортометриjских, нормалних и сфероидних висина. У циљу одређивања аномалиjе ви-
сине било коjег репера мреже потребно jе применом GNSS додатно одредити елипсо-
идне висине репера.

Почетком овог века завршена jе и Референтна мрежа Србиjе (SREF) (Слика 4.3) сачи-
њена од око 800 тачака коjе су стабилизоване у Земљиноj кори. Све координате ове
мреже одређене су применом само GNSS. За потребе одређивања аномалиjа висина
потребно jе за тачке референтне мреже додатно одредити нормалне висине, везива-
њем за мрежу (НВТ).
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Слика 4.2: Мрежа нивелмана високе тачности СФРJ

Слика 4.3: Просторни распоред тачака Референтне мреже Србиjе (SREF)
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У оквиру редовних активности Републичког геодетског завода Србиjе, у периоду од
2001. до 2007. године, одређене су елипсоидне висине репера НВТ2 и нормалне висине
референтних тачака и на таj начин обезбеђено jе 1073 вредности аномалиjа висина на
териториjи Србиjе одређених применом (4.2). Просторни распоред репера и тачака
у коjима jе одређена аномалиjа висине приказан jе на слици 4.4 заjедно са општим
обликом површи аномалиjа висина, а основни статистички подаци дати су у табели
4.1.

(a) Просторни распоред тачака (b) Општи облик површи ζ

Слика 4.4: Графички прикази терестрички одређених аномалиjа висина
(jединице m, еквидистанца 0.20 m)

Табела 4.1: Основни статистички подаци ζ (n=1073)

Параметар Min Max SV SD

ζ [m] 42.33 46.41 44.66 0.84

На основу приказаних резултата може се уочити да jе распон аномалиjа висина
4.08 m, као и то да су минималне вредности у северо-источном делу Србиjе, близу гра-
нице са Румуниjом, а максималне вредности на централно-западном делу у непосред-
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ноj околини границе са Босном и Херцеговином.

Распон од 4.08 m ниjе дефинитивна максимална разлика аномалиjа висина на тери-
ториjи Србиjе, већ само она коjа следи на основу скупа од 1073 терестрички одређене
аномалиjе висина. Транслациjом аномалиjа висинапонормали, заменoмместа са нор-
малним висинама, долази се до површи квазигеоида (Odalović, 2010), па се може рећи
да jе на слици 4.4 (b) приказан општи облик квазигеоида на териториjи Србиjе.

4.3 Примена глобалних модела на локалном подручjу
Height anomaly determination in local areas

На скупу од 1073 тачке примењена jе jедначина (4.1) и глобални модел GOCO03s, a
добиjени резултати одређивања аномалиjа висина и њихових разлика са терестрички
одређеним аномалиjама приказани су на слици 4.5 и табели 4.2.

(a) Општи облик површи ζGOCO03s (b) Општи облик површи Rζ
GOCO03s−ζ

Слика 4.5: Графички прикази резултата одређених применом модeлa GOCO03s
(jединице m, еквидистанца 0.20 m)
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Табела 4.2: Основни статистички подаци ζGOCO03s и RζGOCO03s−ζ (n=1073)

Параметар Min Max SV SD

ζGOCO03s [m] 42.35 46.61 44.60 0.85

Rζ
GOCO03s−ζ [m] -0.81 0.61 -0.06 0.28

На основу датих приказа може се уочити следеће:

• модел GOCO03s подjеднако добро апроксимира аномалиjе висина на териториjи
Србиjе и у равним деловима (северни део Србиjе), као и у пределима са израже-
ним топографским масама (jужни део Србиjе),

• распон аномалиjа висина одређених применом модела од 4.26 m свега jе 18 цен-
тиметара различит од распона терестрички одређених аномалиjа,

• при чему jе распон разлика 1.42 m,

• средња вредност разлика аномалиjа висина достиже вредности од свега 6 центи-
метара,

• али са стандардном девиjациjом од 28 центиметара,

• брзина промене разлика указуjе да постоjе подручjа у Србиjи у коjима модел до-
стиже константне разлике са терестрички одређеним аномалиjама висина (го-
тово да нема промена површи разлика у одређеним правцима на растоjањима и
већим од 100 km),

• али постоjе и подручjа са променама и до 80 центиметара на растоjању од 100 km.

4.4 Аномалиjе висина и резолуциjа модела
Height anomaly and the global model resolution

У циљу приказа утицаjа резолуциjе глобалног модела у поступку одређивања ано-
малиjа висина примељен jе имодел EGM2008, а као и у претходном случаjу, релевантни
подаци су приказани на слици 4.6 и табели 4.3.

Оно што се може jеднозначно уочити из приказаних резултата jе следеће:

• распон аномалиjа висина одређених применом EGM2008 je 3.91 m, односно за
16 cm различит од терестрички одређених аномалиjа висина,

• распон разлика jе свега 66 cm, што практично значи да се моделом могу апрок-
симирати аномалиjе висина чиjа jе тачност сигурно већа од 70 cm,

• и то са средњом вредношћу од 13 cm
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• и стандарндом девиjациjом од 10 cm.

(a) Општи облик површи ζEGM2008 (b) Општи облик површи Rζ
EGM2008−ζ

Слика 4.6: Графички прикази резултата одређених применом модeлa EGM2008
(jединице m, еквидистанца 0.20 m)

Табела 4.3: Основни статистички подаци ζEGM2008 и RζEGM2008−ζ (n=1073)

Параметар Min Max SV SD

ζEGM2008 [m] 42.28 46.19 44.52 0.78

Rζ
EGM2008−ζ [m] -0.49 0.17 -0.13 0.10

Приказ површи разлика дат jе у таквом облику да се директно може поредити са ра-
зликама аномалиjа висина коjе се постижу применом модела GOCO03s (боjе и еквиди-
станца приказа међусобно су усклађене). Из тог разлога може се стећи утисак, само
на основу графичког приказа, да се моделом EGM2008 могу апроксимирати аномалиjе
висина у потпуности на целоj териториjи Србиjе. За растоjања до неких 100 km у било
ком делу Србиjе, у релативном смислу то и jесте случаj. Аномалиjе висина одређене
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са EGM2008 разликуjу се од терестричких аномалиjа са распоном од маскимално 40 cm
што практично износи 4 cm по километру растоjања, што и jесте више него довољно
за практичне радове, али на растоjању од 100 km.

Да би се у што већоj мери уочиле апсолутне разлике између аномалиjа висина одређе-
них применомEGM2008 и терестричких аномалиjа висина дат jе приказ опште површи
разлика RζEGM2008−ζ на наредноj слици, независно од опште површи разлика RζGOCO03s−ζ .

Слика 4.7: Општи облик површи RζEGM2008−ζ (jединице m, еквидистанца 0.05 m)
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Поред свега наведеног посебно интересантно jе навести следеће (Odalović et al.,
2016):

исти резултати одређивања аномалиjа висина могу се добити применом
моделаEGM2008 самокоришћењем (првих) коефициjенатадо закључно сте-
пена 1181.

Коришћење осталих коефициjената модела мења вредности аномалиjе висина на ни-
воу унутар 1 cm.
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5
Одређивање поремећаjног убрзања
и угла одступања вертикале
применом глобалних модела
Gravity disturbance and the deflection of the vertical determination by global models
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5.1 Одређивање поремећаjног убрзања
Gravity disturbance

Поремећаjно убрзање одређено на основу коефициjената глобалних модела, при-
меном (2.5), односи се на разлику вектора убрзања Земљине теже и нормалног убрзања
у истоj тачки на физичкоj површи Земље (Слика 5.1).

Историjски посматрано предност при одређивању геоида jе давана концепту пуног
упоређења Нормалне и реалне Земље, путем креирања разлике вектора коjи доводи
до аномалиjа убрзања и решавања трећег проблема граничних вредности.

Данас jе применом GNSS далеко jедноставниjе одредити елипсоидне висине тачака у
односу на одређивање њихових нормалних или ортометриjских висина и срачунати
поремећаjно убрзање применом релациjе:

δg = gP − γP , (5.1)

где jе γP вредност коjа се може одредити на основу (3.3) при чему jе вредност нормалне
висине потребно заменити елипсоидном висином h.

Овакав приступ доводи до одређивања референтних геодетских површиприменомре-
шавања другог проблема граничних вредности теориjе потенциjала, односно решава-
њем Нojмановог проблема.

(a) На геоиду (b) На физичкоj површи Земље

Слика 5.1: Вектори реалног и нормалног убрзања

У циљу илустрациjе одређивања поремећаjног убрзања применом глобалног мо-
дела GOCO03s искоришћени су исти подаци као и у случаjу одређивања аномалиjа убр-
зања, без обзира на чињеницу да висине тачака коjе су коришћене у прорачунима нису
елипсоидне. Подаци ових прорачуна приказани су на слици 5.2 и табели 5.1.

53



Слика 5.2: Општи облик површи поремећаjног убрзања
(jединице mgal, еквидистанца 20 mgal)

Табела 5.1: Основни статистички подаци δgGOCO03s (n=4083)

Параметар Min Max SV SD

δgGOCO03s [m] 19.48 89.24 49.28 16.99

У погледу резолуциjе важе исти закључци као и код одређивања аномалиjа убрзања.
Применом модела високих резолуциjа одредиће се боља апроксимациjа поремећаjног
убрзања.

У циљу масовне примене поремећаjног убрзања мора се обезбедити гравиметриjски
премер такав да се за сваку тачку гравиметриског премера одреде и елипсоидне ви-
сине тачака.
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5.2 Одређивање компоненти одступања вертикале
Deflection of the vertical

У циљу илустрациjе одређивања компоненти одступања вертикала на неком локал-
ном подручjу искоришћени су подаци као и у случаjу аномалиjа убрзања и поремећаj-
ног убрзања. Примењене су jедначине 2.7 и 2.8 при чему jе, као и у претходним случа-
jевима, коришћено γ уместо γ0. Илустрациjе компоненти су дате на jедном графичком
приказу у облику вектора одступања на слици 5.3, а основни статистички подаци дати
су у табели 5.2 .

Слика 5.3: Векторски приказ угла одступања вертикале (jединице лучнa секундa)

Табела 5.2: Основни статистички подаци ξGOCO03s и ηGOCO03s (n=4083)

Параметар Min Max SV SD

ξGOCO03s ["] -7.22 5.33 1.38 1.95

ηGOCO03s ["] -10.67 6.86 1.27 2.12

Боjе на приказу вектора су дате да би се додатно утицало на утисак интензитета век-
тора, а смер вектора jе дефинисан комбинациjом знака компоненти одступања верти-
кала.
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6
Вариjансе степена и грешке вариjанси степена
глобалних модела
Degree Variances and Error Degree Variances of the global geopotential models
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6.1 Вариjансе степена и грешке вариjанси степена
Degree Variances and Error Degree Variances

Степене вариjансе и грешке степених вариjанси су величине коjе омогућаваjу да се
процени квалитет глобалног модела или боље рећи међусобно упореди квалитет гло-
балних модела, сагласно оценама тачности коефициjената коjе следе при одређивању
коефициjената глобалног модела.

Изрази путем коjих се рачунаjу степене вариjансе и грешке степених вариjанси, ре-
спективно, су следећи:

• аномалиjски потенциjал,

σ2
n(T ) =

(
GM

R

)2 ( a
R

)2n
n∑

m=0

(
∆C̄nm + ∆S̄nm

)
, (6.1)

σ2
n(εT ) =

(
GM

R

)2 ( a
R

)2n
n∑

m=0

(
σ∆C̄nm + σ∆S̄nm

)
, (6.2)

• аномалиje убрзања,

c2
n(∆g) = (n− 1)2

(
GM

R2

)2 ( a
R

)2n
n∑

m=0

(
∆C̄nm + ∆S̄nm

)
, (6.3)

c2
n(ε∆g) = (n− 1)2

(
GM

R2

)2 ( a
R

)2n
n∑

m=0

(
σ∆C̄nm + σ∆S̄nm

)
, (6.4)

• аномалиjе висина/ундулациjа геоида,

c2
n(N) =

(
GM

γa

)2 ( a
R

)2n
n∑

m=0

(
∆C̄nm + ∆S̄nm

)
, (6.5)

c2
n(εN ) =

(
GM

γa

)2 ( a
R

)2n
n∑

m=0

(
σ∆C̄nm + σ∆S̄nm

)
, (6.6)

где jе

γ =
GM

a2
. (6.7)

6.2 Примена за моделе EGM96 и GGM05c
Degree Variances and Error Degree Variances of the global models EGM96 and GGM05c

На слици 6.1 приказане су степене вариjансе и грешке степених вариjанси замоделе
EGM96 и GGM05c, срачунате управо применом приказаних израза (6.5) и (6.6). Како jе
модел GGM05c публикован у zero-tide систему претходно jе трансформисан у tide-free
систем додавањем вредности 4.2·10−9 на коефициjент степена 2 и реда 0 (Ries et al.,
2016).
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Са слике jе могуће уочити да су грешке степених вариjанси ундулациjа геоида модела
GGM05c значаjно по интензитету мање од грешки степених вариjанси модела EGM96,
што jе и очекивани резултат jер су оцене тачности коефициjената модела апроксима-
тивно калибрисане (Ries et al., 2016).

Слика 6.1: Степене вариjансе и грешке вариjанси степена
аномалиjа висина/ундулациjа геоида одређене на основу

података модела EGM96 и GGM05c

Да модел GGM05c у значаjноj мери боље апроксимира квазигеоид на териториjи
Србиjе од модела EGM96може се уочити тек из резултата одређивања самих аномалиjа
висина применом наведених модела. Графички прикази разлика аномалиjа висина
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одређенихприменоммоделаи терестричкиодређених аномалиjа висинаприказани су
на слици 6.2, а основни статистички подаци у табели 6.1. Стандардна девиjациjа скупа
разликаRζGGM05c−ζ jе 3 пута мања од стандардне девиjациjе скупа разликаRζEGM96−ζ , при
чему jе распон скупа разликаRζGGM05c−ζ за 1.37mмањиуодносуна распон скупа разлика
Rζ

EGM96−ζ .

(a) Општи облик површи Rζ
EGM96−ζ (b) Општи облик површи Rζ

GGM05c−ζ

Слика 6.2: Графички прикази разлика RζEGM96−ζ и RζGGM05c−ζ

(jединице m, еквидистанца 0.20 m)

Табела 6.1: Основни статистички подаци RζEGM96−ζ и RζGGM05c−ζ (n=1073)

Параметар Min Max SV SD

Rζ
EGM96−ζ [m] -2.03 0.38 -0.87 0.59

Rζ
GGM05c−ζ [m] -0.41 0.63 0.01 0.18
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7
Глобални модели и дефинициjе функционала
Global geopotential models and definitions of linear functionals of the anomalous field
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7.1 Аномалиjа убрзања
Gravity anomaly

На основу релациjе (1.16) за интензитет убрзања Земљине теже може се писати:

gp = |∇WP | =

√(
∂W

∂x

)2

+

(
∂W

∂y

)2

+

(
∂W

∂z

)2

. (7.1)

Са друге стране за нормално убрзање важи (1.53) па следи да jе његов jе његов интен-
зитет дефинисан са:

γ = |∇U | =

√(
∂U

∂x

)2

+

(
∂U

∂y

)2

+

(
∂U

∂z

)2

. (7.2)

Овакве релациjе између вектора убрзања и релевантних потенциjала омогућаваjу да
се аномалиjа убрзања директно прикаже као разлика интензитета (3.1) и да се избегне
сферна апроксимациjа дефинисана изразом (1.77). За потребе оваквих прорачуна не-
опходно jе имати прве изводе потенциjала по координантим осама геоцентричног ко-
ординатног система.

Узимаjући у обзир релациjе (7.3) између парциjалних извода потенциjала по правоу-
глим координатама и парциjалних извода потенциjала по сферним координатама:

∂W

∂x
= −∂W

r∂θ
,

∂W

∂y
=

∂W

r sin θ∂λ
,

∂W

∂z
=
∂W

∂r
, (7.3)

као и реални потенциjал у облику коjи jе дат са (2.1) (ограничаваjући сумирање само
домаксималног стрепена) за прве парциjалне изводе реалног потенциjала следе редом
релациjе:

∂W

∂x
= −GM

ra

Nmax∑
n=0

(a
r

)n+1
n∑

m=0

(
C̄nm cosmλ+ S̄nm sinmλ

) ∂P̄ (t)

∂θ
− ω2r sin θ cos θ,

∂W

∂y
=

GM

r sin θa

Nmax∑
n=0

(a
r

)n+1
n∑

m=0

(
−mC̄nm sinmλ+mS̄nm cosmλ

)
P̄ (t), (7.4)

∂W

∂z
= −GM

ra

Nmax∑
n=0

(n+ 1)
(a
r

)n+1
n∑

m=0

(
C̄nm cosmλ+ S̄nm sinmλ

)
P̄ (t) + ω2r sin2 θ.

Исте реалциjе дефинисане изразима (7.3) дате за реални потенциjал важе и за нор-
мални потенциjал. За нормални потенциjал дефинисан изразом (2.2) (са сумирањем
само до 8. степена) следе редом први парциjални изводи:

∂U

∂x
= −GM

ra

8∑
n=0(2)

(a
r

)n+1
C̄Un

∂P̄ (t)

∂θ
− ω2r sin θ cos θ,

∂U

∂y
= 0, (7.5)

∂U

∂z
= −GM

ra

8∑
n=0(2)

(n+ 1)
(a
r

)n+1
C̄Un P̄n(t) + ω2r sin2 θ.
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7.2 Аномалиjа висина
Height anomaly

Аномалиja висинe такође се може одредити применом глобалног модела сагласно
њеноj дефинициjи. Поступакодређивањакратко jе описан у следећималинеjама (Слика
7.1) под условомда jе унапред дефинисана дозвољена разлика реалног и нормалног по-
тенциjала (W − U)max у процесу одређивања саме аномалиjе висине.

1. Применомизраза (2.1) срачуна се вредност реалног потенциjала у тачкиP (броjна
вредностWP ). Наравно, сумирање се завршава на Nmax.

2. На нормалноj вертикали (нормали) тачке P одабере се произвољна тачка 1 чиjе
су координате (x, y, z)1. Користе се коефициjетни закључно до n=8.

3. Применом (2.2) срачуна се вредност нормалног потенциjала у тачки 1 (броjна вре-
дност U1).

4. Срачуна се разлика R = WP − U1.

5. Ако jе испуњен услов R < (W − U)max тачка 1 се усваjа за тачку Q, у супротном
бира се нова тачка (на слици тачка 2) и одређуjу се њене координате.

6. Поступакодабира1 нове тачкепонавља се све док сене задовољидефинисан услов.

На слици jе тачка 4 приказана као решењекоjе задовољава услов. Рачунањемрастоjања
од тачке 4 до тачке P финално се рачуна аномалиjа висине ζ тачке P .

Слика 7.1: Поступак одређивања тачке Q

1У циљу убрзања процеса одабирања адекватне тачке коjа задовољава услов могуће jе користити неку
од нумеричких метода одређивања минимума (максимума), примера ради Њутнову метода сечица.
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За потребе одређивања компоненти одступања вертикала разматраjу се њихове де-
финициjе (Heiskanen &Moritz, 1967) коjе се у математичком смислу своде на релациjе:

ξ = Φ−B, η = (Λ− L) cosB. (7.6)

Компоненте одступања вертикале, користећи (2.1) и (2.2), релативно jе jедноставно
одредити водећи рачуна о везама између природних координата и правоуглих геоцен-
тричних координата (Heiskanen & Moritz, 1967):

Φ = arctan

 −∂W
∂z√(

∂W
∂x

)2
+
(
∂W
∂y

)2

 , (7.7)

Λ = arctan

(
∂W
∂y

∂W
∂x

)
, (7.8)

и финално

B = arctan

 −∂U
∂z√(

∂U
∂x

)2
+
(
∂U
∂y

)2

 . (7.9)

Аномалиjе висина одређене применом дефинициjа функционала аномалиjског по-
тенциjала и аномалиjа добиjених по формулама у претходним поглављима разликуjу
се, на териториjи Србиjе, за вредности коjе су испод десетхиљадитог дела милиметра.
Без обзира на наведене разлике велики броj аутора даjе предност jедначинама при-
казаним у оквиру овог поглавља у односу на релациjе приказане у претходном делу
текста (Barthelmes, 2013; Gruber et al., 2010).
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8
Прилагођавање глобалних модела
Tailoring of the global geopotential models
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8.1 Теориjске основе прилагођавања модела
Theoretical background

Средњу вредност аномалиjе убрзања са неког подручjа Земљине површи S, вели-
чине ∆B × ∆L, могуће jе применом глобалног модела одредити из израза (Weber &
Zomorrodian, 1988):

∆gGGM =
GM

r2

Nmax∑
n=0

(n− 1)
(a
r

)n
βn

n∑
m=0

[
∆C̄nm cosmλ+ ∆S̄nm sinmλ

]
P̄nm(t), (8.1)

где jе βn функциjа дефинисана изразом (Sjöberg, 1980):

βn =
1

1− cosψ0

1∫
cosψ0

Pn(t)dt, (8.2)

где су Pn(t) = Pn(cos θ) Лежандрови полиноми:

Pn(t) =
1

2nn!

dn

dtn
(tn − 1)n (8.3)

и где jе ψ0 пречник кружног подручjа на jединичноj сфери σ.

Са друге стране средње вредности аномалиjа слободног ваздуха∆g могуће jе одредити
и применом терестричких опажања на посматраном подручjу S.

Разлику наведених аномалиjа,

δ = ∆g −∆gGGM , (8.4)

могуће jе приказати у облику сфернохармониjског реда при чему се прираштаjи кое-
фициjената могу приказати у облику:{

δC̄nm

δS̄nm

}
=

1

4π

∫∫
σ

r̄2

GM

( r̄
a

)n 1

(n− 1)βn
δ

{
cosmλ

sinmλ

}
P̄nm(t)dσ, (8.5)

где jе r̄ средњи геоцентрични радиjус дела елипсоида коjи одговара делу подручjу S на
површи Земље.

Када се располаже са l разлика δ горњи израз може се представити у облику модифи-
кациjе, {

δC̄nm

δS̄nm

}
=

1

4π

l∑
i=1

r̄2
i

GM

( r̄i
a

)n 1

(n− 1)βn,i
δi

∫∫
∆σi

{
cosmλ

sinmλ

}
P̄nm(t)dσ. (8.6)

Како jе елемент сфере у сферним координатама dσ = sin θdθ, a свако∆σi jе ограничено
са λE , λW , θS и θN следи (Paul, 1978):{

δC̄nm

δS̄nm

}
=

1

4π

l∑
i=1

r̄2
i

GM

( r̄i
a

)n 1

(n− 1)βn,i
δi

λEi∫
λWi

{
cosmλ

sinmλ

}
dλ

θSi∫
θNi

P̄nm(t) sin θdθ. (8.7)
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Овимпутемдобиjениприраштаjи коефициjенатадодатина вредност оригиналнихчине
нови скуп коефициjената,{

C̄nm

S̄nm

}
T

=

{
δC̄nm

δS̄nm

}
+

{
C̄nm

S̄nm

}
, (8.8)

и могу се сматрати прилагођеним териториjи на коjоj су одређиване разлике δ.

Овим поступком, a у сагласности са величином елемента S коjи дефинише степен и
ред модела, могуће jе одредити коефициjенте већег степена и реда од степена и реда
коефициjената оригиналног модела. Поред наведеног, а у циљу што бољег прилагођа-
вања, поступак jе могуће изводити у више наврата (у итерациjама), формираjући после
сваког циклуса нове разлике, при чему jе неопходно увести критериjум (или критери-
jуме) у циљу ограничења броjа итерациjа.

8.2 Прилагођавање модела EGM96
Tailoring of the EGM96

У циљу илустрациjе прилагођавања модела у оквиру овог уџбеника искоришћен jе
сав расположиви материjал, односно 93830 аномалиjа слободног ваздуха и 1073 дис-
кретне вредности аномалиjа висина, а прилагођени су коефициjенти модела EGM96.
За први коефициjент коjи je у оквиру процеса прилагођавања биo мењан усвоjен jе ко-
ефициjент степена 37 (Odalović, 2005).

Прилагoђавање jе извршено у следећим корацима:

1. срачунате су разлике аномалиjа висина добиjене применом модела EGM96 и те-
рестричких аномалиjа висина,

∆ζ = ζEGM96 − ζ, (8.9)

2. цела териториjа Србиjе подељена jе на подручjа величине 5′ × 5′,

3. за свако подручjе срачуната jе средња аномалиjа слободбог ваздуха∆g

4. и средња аномалиjа∆gEGM96 из глобалног модела EGM96 применом (8.1),

5. на основу (8.4) срачунате су вредности δ,

6. применом нумеричке интеграциjе у изразу (8.7) срачунати су прираштаjи коефи-
циjената,

7. а затим и прилагођени коефициjенти применом (8.8),

8. коришћењемприлагођенихкоефициjената одређене су аномалиjе висина ζEGM96,0

у 1073 тачке (0 jе ознака итерацjе),

9. срачунате су 1073 разлике

∆ζ0 = ζEGM96,0 − ζ, (8.10)
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10. средња вредност разлика,

∆ζ0 =
1

1073

n∑
i=1

∆ζ0
i , (8.11)

11. као и стандардна девиjациjа разлика,

σ∆ζ0 =

√√√√ 1

1072

n∑
i=1

(
∆ζ0

i −∆ζ0
)2
. (8.12)

Извођењем поступака од 1 до 10 извршена jе jедна итерациjа. У случаjу да jе после ите-
рациjе испуњен услов σ∆ζ ≤ 1 cm посматрана итерациjа jе сматрана последњом.

У свакоj наредноj итерациjи уведене су следеће промене:

• у кораку 4 средње аномалиjе су одређиване на основу прилагођених коефициjе-
ната модела из претходне итерациjе,

• у кораку 8 коришћени су прилагођени коефициjенти текуће итерациjе,

• а тако добиjене вредности аномалиjа висина коришћене су за примену израза од
(8.10) до (8.12).

Процес прилагођавања глобалног модела EGM96 извршен jе у 6 итерациjа, а основни
статистички подаци новодобиjених (прилагођених) аномалиjа висина, из итерациjе у
итерациjу, приказани су у наредноj табели. У првоj врсти табеле приказани су основни
статистички подаци скупа разлика добиjеног коришћењем оригиналних коефициjе-
ната EGM96.

Табела 8.1: Основни статистички подаци∆ζ у итерациjама (броj разлика 1073)

Разлике [m] Min Max ∆ζ σ∆ζ Max−Min

∆ζ = ζEGM96 − ζ -2.03 0.38 -0.87 0.59 2.41

∆ζ0 = ζEGM96,0 − ζ -1.45 0.04 -0.69 0.27 1.50

∆ζ1 = ζEGM96,1 − ζ -1.28 0.01 -0.61 0.24 1.29

∆ζ2 = ζEGM96,2 − ζ -1.20 0.02 -0.58 0.23 1.22

∆ζ3 = ζEGM96,3 − ζ -1.16 0.02 -0.56 0.22 1.18

∆ζ4 = ζEGM96,4 − ζ -1.13 0.02 -0.55 0.22 1.15

∆ζ5 = ζEGM96,5 − ζ -1.11 0.02 -0.55 0.22 1.13
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Из података датих у претходноj табели може се уочити да jе распон скупа аномалиjа
висина∆ζ5 за 1.28 mмањи од распона скупа аномалиjа висина∆ζ и то са стандардном
девиjациjом коjа jе за 37% мања од стандардне девиjациjе скупа∆ζ.

Наприказаниначинмогуће jе прилагодитибило коjи глобалнимодел, причему сеново
добиjенимодел може користити само на териториjи са коjе су коришћени терестрички
подаци у процесу прилагођавања.
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9
Примена глобалних модела у процесу одређивања
референтних геодетских површи
Geodetic reference surfaces and the global geopotential models
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9.1 Физичка површ Земље, сфера, обртни елипсоид,
геоид, нивоски елипсоид и квазигеоид
Physical surface of the earth, sphere, ellipsoid, ellipsoid of the revolution,
geoid, level ellipsoid and quasigeoid

У циљу адекватне примене глобалних модела у поступку одређивања квазигеоида
или геоида потребно jе направити прецизну разлику између физичке површи тела Зе-
мље, сфере, елипсоида, нивоског елипсоида, геоида и квазигеоида.

Физичка површ Земље jе, сагласно свим досадашњим предлозима и договорима, површ
коjа раздваjа чврсти и течни део тела Земље од њене атмосфере. Површ jе, са друге
стране сагласно свим математичким дефинициjама, у основи само скуп тачака, мате-
матичка фигура у простору.

Када би

• постоjао неки изузетно напредан начин,

• да се одреде координате свих тачака физичке површи Земље

• и то у само jедном тренутку времена,

тада би облик тела Земље био у потпуности одређен, и то само, као што jе и наведено,
у jедном тренутку времена.

За визуелну представу свих тако одређених тачака, такође применом неког напред-
ног компjутерског система, могло би се рећи да представља фигуру у простору коjа се
наjчешће назива облик тела Земље. Визуелна представа би наравно морала бити опет
у некоj одговараjућоj размери.

Физичку површ Земље jе веома тешко представити у математичком смислу, путем не-
ких затворених или коначних jедначина, тако да до сада не постоjе jедначине путем
коjих би било jедноставно или барем сврсисходно представити њен облик.

Друга наведена површ у оквиру наслова овог поглавља jе сфера. Сфера jе прецизно
дефинисана математичка површ коjа се мање или више користи као апроксимациjа
физичке површи Земље и то већ више од 2000 година. Математичка jедначина путем
коjе се дефинише сфера jе врло jедноставна. У геоцентричним правоуглим координа-
тама сфера полупречника R дефинисана jе jедначином:

x2 + y2 + z2 = R, (9.1)

па jе сагласно томе сферу релативно лако користити у циљу решавања проблема по-
зиционирања или креирања картографких приказа. Данас се сфера коjа се користи у
геодезиjи често назива терестричком сфером.

Пре више од 300 година ИсакЊутн jе предпоставио да се облик тела Земље може пред-
ставити обртним елипсоидом и то због ефеката ротациjе Земље, односно због ефеката
центрифугалне силе на тело коjе ротира. Већ готово 280 година елипсоид се и користи

70



управо за решавање проблема позиционирања и картографиjе, али и у астрономиjи,
геофизици и другим сродним научним дисциплинама.

И сфера и обртни елипсоид коришћени су за потребе геометриjског дефинисања фи-
зичке површи тела Земље.

Са друге стране, за фигуру у простору коjом би се дефинисао облик тела Земље К.
Ф. Гаус jе 1827 године предложио затворену површ коjа jе у свакоj своjоj тачки управна
на правац вектора Земљине теже и коjа се поклапа са површи дефинисаном средњим
нивоом идеално мирних мора и океана. Како се око 73% физичке површи Земље на-
лазиподморимаиокеанима, усваjање управоњихове средњеиидеалномирнеповрши
природан jе пут решавања проблема одређивања облика тела Земље. По предлогу не-
мачког физичара Листинга из 1872. године, површ коjу jе дефинисао Гаус, назива се
геоид (Moritz, 1990).

За разлику од раниjих предлога, сфере и обртног елипсоида, Гаусов предлог за облик
тела Земље подразумева не само геометриjски већ и физички приступ.

У коjоj мери jе Гаусова идеjа о начину дефинисања облика тела Земље имала значаjа
може се закључити из опште прихваћене дефинициjе геодезиjе (Torge, 2001): геодезиjа
jе наука коjа се бави одређивањем фигуре и спољашњег гравитационог поља Земље и
других небеских тела, праћењем њихових промена у времену, из резултата опажања
предузетих на физичкоj површи или у простору ван поменутих тела.

Прву прецизну математичку дефинициjу геоида, као jедне од нивоских површи ре-
алног потенциjала, дао jе Г. Г. Стокс 1849. године (Hofmann-Wellenhof & Moritz, 2005) у
облику jедначине:

NP =
R

4πγ0

∫∫
σ

∆gS(ψ)dσ, (9.2)

где jе: NP ундулациjа геоида у тачкиP коjа се налази нафизичкоj површиЗемље,R по-
лупречник терестричке сфере, γ0 вредност нормалног убрзања на површи нивоског
елипсоида на нормали коjа jе провучена кроз тачку P на нивоски елипсоид, σ jеди-
нична сфера, ∆g убрзање Земљине теже, S(ψ) Стоксова функциjа, ψ сферно растоjање
и dσ елемент jединичне сфере.

Наведена Стоксова формула важи под следећим условима:

• ундулациjа геоида тачкеP , коjа се налазинафизичкоj површиЗемље, представља
одсечак нормале тачке P од геоида до елипсоида,

• елипсоид jе нивоска површ нормалног потенциjала или потенциjала теже Нор-
малне Земље,

• тело Земље мора бити круто тело,

• изнад површи геоида нема никаквих маса (ни чврсте ни течне Земље, нити Зе-
мљине атмосфере) ,
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• шта више, изнад геоида нема никавих тела у читавом простору,

• аномалиjе убрзања се односе на геоид и елипсоид као нивоску површ Нормалне
Земље и познате су у свакоj тачки геоида,

• центар елипсоида поклапа се са центроммасе Земље (не неки референц елипсоид
већ елипсоид као нивоскa површ нормалне Земље).

Поред свега наведеног потребно jе напоменути да jе формула дата при апроксимациjи
елипсоида сфером, тaкозваноj сферноj апроксимациjи, а не апроксимациjи физичке по-
врши Земље са сфером.

Оно што произилази из свега реченог, а битно jе за ово поглавље, jе следеће:

• геоид jе нивоска површ реалног потенциjала, а не облик тела Земље,

• геоид jе апстракциjа (као и нивоски елипсоид), другим речима геоид не постоjи

”у природи",

• геоид jе математички прецизно дефинисана површ коjа се може одредити само у
дискретним вредностима

• и то тек када се дефинише неко идеално тело Земље, у овом случаjу тело Нор-
малне Земље и то у циљу њеног упоређења са реалном Земљом,

• нивоски елипсоид нема улогу математичке апроксимациjа физичке површи Зе-
мље у чисто геометриjском смислу.

Све до средине прошлог века одређивање геоида био jе jедини пут коjи jе коришћен
при одређивањуфизичког облика Земље и то применом индиректног приступа. Инди-
ректниприступподразумева да се елипсоидне висине тачакамогу одредитиприменом
релациjе:

h = Ho +N, (9.3)

при чему се ортометриjске висине Ho могу одредити применом развиjања мрежа ни-
велмана високе тачности, а ундулациjе геоидаN применомформуле Стокса или астро-
геодетским методама (Heitz & Tscherning, 1972). Стоксова формула подразумева да су
аномалиjе убрзања познате на геоиду из ког разлога jе неопходно вршити редукциjе
интензитета резултата мерења убрзања Земљине теже (Odalović, 2010). Редукциjе до-
воде до поjаве индиректног ефекта наког чега се применом Стоксове формуле долази
до когеоида (Heiskanen & Moritz, 1967), а не геоида. Да би избегао редукциjе и одре-
диофизичку површ тела Земље са оригиналниммерењимафункционала аномалиjског
потенциjала, без било какве претходне обраде резултата мерења, Молоденски jе пре-
дложио индиректни приступ у облику:

h = HN + ζ, (9.4)

при чему се сада нормалне висине HN могу одредити такође применом развиjања
мрежа нивелмана високе тачности, а аномалиjе висина ζ применом редова Молоден-
ског (Moritz, 1980). Том приликом Молоденски jе предложио и дефинициjе функцио-
нала аномалиjског потенциjала на физичкоj површи Земље (Поглавља 3 и 4), а посебно
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аномалиjе висина, нормалне висине и телуроид (Слика 4.1). У наредних десетак година
значаjна предност при одређивању физичке површи Земље давана jе предлогу Моло-
денског и одређивању телуроида, односно аномалиjа висина, а уведена jе jедна jед-
ноставна трансформациjа коjа jе довела до дефинициjе квазигеоида. При дефинициjи
телуроида Молоденски jе предложио да jе нормална висина тачке P , коjа се налази на
физичкоj површи Земље, одсечак нормалне вертикале од елипсоида до телуроида коjа
не доспева до саме тачке (Слика 4.1). У циљу потпуне сагласности са до тада прихваће-
ним концептима, нормалноj висини тачке P и њеноj одговараjућоj аномалиjи висине
замењена су места дуж нормалне вертикале и на таj начин сада нормална висина до-
спева до саме тачке. Скуп свих краjњих тачака аномалиjа висина чини геометриjско
место тачака, фигуру у простору, коjа jе названа квазигеоид. Квазигеоид jе очигледно
и референтна површ нормалних висина (Слика 9.1).

Мећутим, теориjа физичке геодезиjе базирана jе на аномалиjском потенцjалу коjи jе
хармониjска функциjа у спољашњем простору и одговараjућим референтним повр-
шима (Hofmann-Wellenhof & Moritz, 2005), а по дефиницjи телуроид (квазигеоид) ниjе
нивоска површ.

Из свега наведеног jедноставно jе закључити да ни геоид ни квазигеоид не предста-
вљаjу облик тела Земље, већ апстракциjе коjе се користе у њеном одређивању, а данас
су посебно значаjани у геодетскоj пракси када се користе као референтнеповрши за ра-
чунање висина неке тачке на физичкоj површи Земље или у простору ван тела Земље,
односно за рачунање ортометриjских висина и нормалних висина.

Слика 9.1: Физичка површ Земље, геоид, квазигеоид, нивоски елипсоид,
ортометриjска (HO

P ), нормална (H
N
P ) и елипсоидна висина (h),

ундулациjа геоида (N ) и аномалиjа висине (ζ)
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9.2 Одређивање квазигеоида применом глобалних модела
Quasigeoid determination and global geopotential models

Одређивање квазигеоида jе већ више пута приказано почев од поглавља 4. Прика-
зана су одређивањаквазигеоидаприменоммоделаGOCO03s, EGM2008иGGM05c, каои
поступак прилагођавања модела EGM96 за потребе одређивања квазигеоида. Сумарни
приказ разлика одређених аномалиjа висина са терестричким аномалиjама висина дат
jе у табели 9.1. Из табеле 9.1 може се уочити да се наjбоља апроксимациjа терестрич-
ких аномалиjа висинапостижеприменоммодела EGM2008, али са значаjнимраспоном
разлика од 0.66 m. У практичном смислу то значи следеће (хистограм на слици 9.2):

• апроксимациjа 1073 аномалиjе висина jе одређена са средњом вредношћу
од -13 cm

• и стандардном девиjациом од свега 10 cm,

• али 765 аномалиjа висина биће одређене са разликом од ±20 cm,

• a преосталих 308 биће одређене са разликом коjа jе ураспону 20 cm до 66 cm.

Да би се тачност одређивања аномалиjа висина повећала глобални модели се у циљу
одређивања квазигеоидацентиметарске тачностимораjу комбиновати са додатним
информациjама о пољу Земљине теже.

Табела 9.1: Сумарни основни статистички подаци∆ζ у итерациjама при
одређивању квазигеоида (броj разлика 1073)

Разлике [m] Min Max ∆ζ σ∆ζ Max−Min

Rζ
GOCO03s−ζ -0.81 0.61 -0.06 0.28 1.42

Rζ
EGM2008−ζ -0.49 0.17 -0.13 0.10 0.66

Rζ
GGM05c−ζ -0.41 0.63 0.01 0.18 1.04

Rζ
EGM96−ζ -2.03 0.38 -0.87 0.59 2.41

Rζ
EGM96T−ζ -1.11 0.02 -0.55 0.22 1.13
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Слика 9.2: Хистограм разлика RζEGM2008−ζ

9.3 Одређивање геоида применом глобалних модела
Geoid determination and global geopotential models

Ундулациjе геоида могу се одредити применом глобалних модела тек након одре-
ђивања аномалиjа висина и то применом релациjе:

N = ζ +
∆gB
γ

Ho, (9.5)

где jе ∆gB Бугеова аномалиjа у релеватноj тачки, а γ средња вредност нормланог убр-
зања дуж нормалне висине.

Средња вредност нормалног убрзања у тачки P дуж нормалне висине може се одре-
дити из израз (Hofmann-Wellenhof & Moritz, 2005):

γP =
1

HN
P

HN
P∫

0

γ · dh (9.6)

= γ0 +
1

2
·
(

∂γ

∂HN
P

)
0

HN
P +

1

6
·
(

∂2γ

∂(HN
P )2

)
0

(HN
P )2 + ...

при чему се γ0 усваjа за приближну вредност при развоjу интеграла из претходне jед-
начине у степени ред, a Бугеова аномалиjа се одређуjе без узимања у обзир теренске
корекциjе:

∆gB = gP − 2πGρHo
P +

∂γ

∂Ho
P

Ho
P − γ0, (9.7)
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где jе: gP мерена вредност убрзања Земљине теже, ρ густина топографских маса за коjу
се наjчeшће усваjа вредност од 2670 kg/m3, aHo

P ортометриjска висина тачке. На слици
9.3 дат jе општи облик површи разлика геоида и квазигеоида одређених приказаним
формулама у 143246 тачака релативно правилно распоређених на териториjи Србиjе
(Odalović, 2008), а основни статистички подаци приказани су у табели 9.2.

Слика 9.3: Општи облик површи разлика геоида и квазигеоида (еквидистанца 1 cm)

Табела 9.2: Основни статистички подаци разлика
геоида и квазигеоида (n=143246)

Параметар Min Max SV SD

N − ζ [m] -0.28 0.02 -0.02 0.03

9.4 Одређивање квазигеоида/геоида
центиметарске тачности
Geoid and quasigeoid - centimeter accuracy solutions

Примена глобалних модела, у овом трeнутку, у поступку одређивања квазигеоида
или геоида центиметарске тачности само jе део комбиноване методе коjа се наjчешће
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назива remove-restore методом.

Пре детаљног описа саме remove-restore методе неопходно jе претходно дефинисати
неколико основних поjмова везаних за практично одређивање аномалиjа висина или
ундулациjа каошто су: карактеристикефункционала аномалиjскогпотенциjалаи тачке
мерења и тачке одређивања или предикциjе.

Сваки функционал t могуће jе представити у облику збира дуготаласне (t′), средњета-
ласне (t′′) и краткоталасне (t′′′) карактеристике:

t = t′ + t′′ + t′′′, (9.8)

а свака одкарактеристикаподразумева одређен степенпроменe укупне вредностифунк-
ционала.

Посебно, за аномалиjу висинe/ундулациjу геоида може се рећи следеће:

• променадуготаласне карактеристике, прирезолуциjи одпреко 50 km,мењаукупну
вредност аномалиjе висине/ундулациjе геоида на нивоу од неколико метара,

• промена средњеталасне карактеристике, при резолуциjи од неколико десетина
километара, мења укупну вредност на нивоу од неколико дециметара,

• а краткоталасна карактеристика, при резолуциjи од неколико километара, под-
разумева промене укупне вредности од неколико центиметара.

Наведене карактеристике посматраjу се и одређуjу у две групе тачака: тачке на коjима
су мерени функционали аномалиjског потенциjала, односно тачке мерења и тачке на
коjима се одређуjу аномалиjе висина/ундулациjе геоида, односно тачке одређивања.

Концепт remove-restore при одређивању ундулациjе геоида, не улазећи у детаље око
карактеристика, може се кратко описати на следећи начин.

• Отклањање - на бази познавања физичких особина функционала аномалиjског
потенциjала из резултата опажања отклони се онаj део коjи jе могуће релативно
лако унапред математички моделирати,

• Пресликавање - из преосталог дела резултата опажања, а на бази теориjски дефи-
нисаних веза између аномалиjског потенциjала и његових функционала, одреде
се аномалиjе висине/ундулациjе геоида

• Враћање - одређивање оног дела аномалиja висина/ундулациjа геоида коjи на-
стаjе као последица дела резултата опажања коjи jе елиминисан у фази откла-
њања и његово додавање на вредности коjе су одређене у фази пресликавања.

Не разматраjући сада на коjи начин се свака поjедина карактеристика одређуjе (не ула-
зећи у потпуно дефинисање неке од методологиjа) remove-restore метода може се опи-
сати на следећи начин (Слика 9.4):
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1. У тачкама мерења функционала t аномалиjског потенциjала одреде се дуготала-
сне карактеристике мереног функционала t′,

2. а затим и краткоталасне карактеристике t′′′.

3. Формираjу се разлике
t′′ = t− t′ − t′′′, (9.9)

коjе се често називаjу резидуалним функционалима (примера ради резидуалне
аномалиjе, резидуалне компоненте одступања вертикале,...).

4. Применом теориjски дефинисаних веза f између функционала аномалиjског по-
тенциjала у тачкамаодређивањаодреди се онаj део аномалиjа висина/ундулациjа
геоида коjи одговара резидуалним функционалима:

tR
f−−−−−→ ζ ′′/N ′′ = ζR/NR, (9.10)

5. а затим се одређуjу краткоталасне карактеристике аномалиjа висина/ундулациjа
геоида ζ ′′′/N ′′′ ,

6. као и њене дуготаласне карактеристике, а укупна аномалиjа висина/ундулациjа
геоида финално се добиjа у облику збира:

ζ = ζR + ζ ′′′ + ζ ′,

N = NR +N ′′′ +N ′. (9.11)

Описанипоступакодређивањааномалиjа висина/ундулациjа геоида remove-restoreме-
тодом важи у општем случаjу, а прецизно дефинисање њеног тока зависи од одабране
методологиjе, односно скупа метода путем коjих се одређуjу карактеристике функци-
онала аномалиjског потенциjала. Оно што jе потребно напоменути jе следеће: део от-
клањања remove-restore мора бити такав да се његовом применом обезбеде резиду-
алне вредности резултата опажања функционала аномалиjског потенциjала, са следе-
ћим карактеристикама: резидуалне вредности би требало да имаjу средњу вредност
коjа jе приближно jеднака нули, а стандардна девиjациjа резидуалних вредности тре-
бало би да буде значаjно мања од стандардне девиjациjе резултата мерења. Другим
речима, резидуалне вредности резултата мораjу испуњавати услов центрираности, а
њихова површ мора бити погодна за пресликавање, односно предикциjу.

У описаном поступку remove-restore методе применом глобалних модела одре-
ђуjу се дуготаласне карактеристике функционала аномалиjског потенциjала.
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Слика 9.4: Remove-restore метода
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Odalović, O. (2005). Methodology of geoid determination of high resolution and centimeter
accuracy in Serbia. PhD thesis, University of Belgrade, Faculty of Civil Engineering.
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A
Лежандрове функциjе и полиноми
Legendre functions and polynomials

A.1 Лежандрове функциjе
Legendre functions

Лежандровe функциjе су дефинисане изразом:

Pnm(t) =
1

2nn!

(
1− t2

)m
2
dn+m

dtn+m

(
t2 − 1

)n
, (A.1)

где jе t = cos θ при чему jе θ поларно растоjање. Целоброjне вредност n и заm називаjу
се степеном и редом функциjе, респективно. Примера ради, за n = 1 и за m = 1 следи
функциjа облика

P11(t) =
1

2

(
1− t2

) 1
2
d2

dt2
(
t2 − 1

)
=
(
1− t2

) 1
2 = (1− cos2 θ)

1
2 = sin θ. (A.2)

У наредноj табели дате су Лежандровe функциjе редом до n=3 и заm=3.

Табела A.1: Лежандрове функциjе за n,m = 1, ..., 3

n m Pnm(t) = Pnm(cos θ)

1 1 sin θ

2 1 3 sin θ cos θ

2 2 3 sin2 θ

3 1 sin θ
(
15 cos2 θ − 3

)
/2

3 2 15 sin2 θ cos θ

3 3 15 sin3 θ
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До израза за ортонормиране Лежандрове функциjе могуће jе доћи применом (1.46).

A.2 Лежандрови полиноми
Legendre polynomials

Из (A.1) заm = 0 следи функциjа облика

Pn(t) = Pn0(t) =
1

2nn!

dn

dtn
(
t2 − 1

)n
, (A.3)

коjа се назива Лежандров полином. За n=1 следи Лежандров полином облика

P1(t) = P10(t) =
1

2

d

dt

(
t2 − 1

)
= t = cos θ. (A.4)

У наредноj табели дати су Лежандрови полиноми редом до 3. степена, а на сликама A.1
и A.2 графици функциjа полинома парних, односно непарних степена.

Табела A.2: Лежандрови полиноми за n = 1, ..., 3

n Pn(t) = Pn(cos θ)

0 1

1 cos θ

2 (3 cos2 θ − 1)/2

3 (5 cos3 θ − 3 cos θ)/2

Доизраза за ортонормиранеЛежандровеполиномемогуће jе доћиприменом (1.45).

Слика A.1: Лежандрови полиноми за 1, 3 и 5
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Слика A.2: Лежандрови полиноми за 0, 2 и 4

A.3 Рекурентне релациjе
Recurrence relations

Приказане jедначине за Лежандрове функциjе и полиноме (A.1) и (A.3) могуће je
примењивати само до одређеног степена n, због факториjела коjи jе присутан у jедна-
чинама. Из тог разлога се у практичним применама користе рекурентне релациjе.

Код примене глобалних геопотенциjалних модела у геодезиjи готово искључиво се ко-
ристе рекурентне релациjе са ортонормираним Лежанровим функциjама и полино-
мима, а у прорачунима у току израде овог уџбеника коришћене су следеће наведене
релациjе.

Лежандреове функциjе:

• за n = m и n > 1
Pnm(cos θ) = W1[m] sin θPn−1,m−1, (A.5)

• за n = m+ 1
Pnm(cos θ) = W2[m] cos θPm,m, (A.6)

• за n > m+ 1

Pnm(cos θ) = W3[n,m]
(
W5[n] cos θPn−1,m −W4[n,m]Pn−2,m

)
(A.7)
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где су:

W1[m] =

√
2m+ 1

2m
, (A.8)

W2[m] =
√

2m+ 3, (A.9)

W3[n,m] =

√
2n+ 1

(n+m)(n−m)
, (A.10)

W4[n,m] =

√
(n+m− 1)(n−m− 1)

2n− 3
, (A.11)

W5[n] =
√

2n− 1, (A.12)

при чему су неколико првих ортонормираних Лежандрових функциjа дате са:

P 0,0 = 1, (A.13)

P 1,0 =
√

3 cos θ, (A.14)

P 1,1 =
√

3 sin θ, (A.15)

P 2,0 =

√
5

2
(3 cos 2θ − 1), (A.16)

P 2,1 =
√

15 sin θ cos θ. (A.17)

Први изводи Лежандрових функциjе по θ:

• за n = m и n > 1

P ′nm(cos θ) = W1[m] cos θPn−1,m−1 +W1[m] sin θP ′n−1,m−1, (A.18)

• за n = m+ 1

P ′nm(cos θ) = −W2[m] sin θPm,m +W2[m] cos θP ′m,m, (A.19)

• за n > m+ 1

P ′nm(cos θ) = W3[n,m]
(
W5[n]

(
− sin θPn−1,m + cos θP ′n−1,m

)
−W4[n,m]P ′n−2,m

)
,

(A.20)

Првих неколико чланова извода по θ може се одредити на основу израза од (A.13) до
(A.17).
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