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PREDGOVOR

Kao §to je poznato, Sipovt su konstrukeiski elementi preko kojih se
opteredenje sa konstrukecije prenosi na dublje slojeve tla, vede nosivosti i
manje deformabilnosti. Postoji veliki broj razliéitih vrsta $ipova i oni se
najéedde dele prema materijalima od kojih se izvode, prema nadinu tavodjenja
i prema nadinu prenodenja opteredenja. Svaki od ovih faktora bitno utide na
ponadanje §ipa pod opteredenjem.

U literaturi se mode nadi velitki broj predloga i postupaka za odre-
ditvanje granidnog opteredenja $ipa 1 za odredjivanje velidine sleganja éépa.

Najpousdaniji podact o ponadanju $ipa pod opteredenjem dobijaju se
na osnovu rezultata merenja pri probnom opteredenju $ipa. Ovakav nadin odredji-
vanja nostvosti &ipa odnosno njegovog sleganja, je veoma skup pa se zbog toga
dine pokudaji da se razliditim empiriskim analitidkim t numeridkim metodama
odredi ponadanje §ipa pod opteredenjem na osnovu podataka o geomehanilkim
karakteristikama slojeva tla u koima se §tp nalazt.

Osnovni zadatak rada sastoji se u tome da se pokaZe koliko se uspedno,
koriddenjem savremenih numeridkih metoda, mode odrediti ponadanje 8ipa pod op=
teredenjem. Naime, brzim razvojem numeridkih metoda uz primeru elektronskih ra=
Sunara, sve smo vife u mogucnosti da u analizu ukljudimo sloZene promene napon-
sko-deformactskih stanja u tlu oko 7 ispod §ipa i na kontaktu 3ipa sa tlom.

Proudavanje ovih problema je interesantno i iz ekonomskih razloga,
jer se, pri projektovanju §ipova 3esto puta ide sa znatno vedim faktorima sigu-
rmosti nego §to su neophodni. Tadnijim metodama proraduna, kod kojih se u anali-
zu ukljuduju mnogi faktori koji se u konvencijonalnim analizama zanemaruju, mo-
gude je znatno pouzdanije odrediti granidno opteredenje &ipa odnosno velidinu
sleganja Fipa. Zbog toga se faktori sigurmosti koji su desto puta t vedt od
3 mogu smanjitt.

Rad se sastogi iz sedam poglavlja.

U prvom poglavlju, daje se kratak presek kroz problematiku fundira-
nga na Spovima. Poznato je da na ponadanje Fipa pod opteredenjem pored karak-
teristika tla u kojima se §ip nalazi znadajno utide i nalin tzvodjengja Sipa.

U konvencijonalnim proradunima obidno se separatno posmatra nosivost §ipa a



posebno njihovo sleganje © pri tome se koriste razliiti proradunski modelt.

Na osnovu velikog broja publikovanih radova ¢ to kako teoriskih to <
eksperimentalnih, moZe se zakljubiti da se znatno razlikuje ponasanje budenth
Sipova od pobijenih Sipova kao i da njihovo ponadanje treba posebno posmatrati
u nevezanom 1 vesanom tlu. Zbog veoma velikog broja faktora koji utidu na ponasa-
nje §ipa pod opteredenjem obidno se u konkretmin analizama zanemaruju nekt od
njih 1 time se anadajno pojednostavlijuje analiza. Na kraju ovoga poglavlja defi-
nide se zadatak predmetne disertacigje.

U drugom poglavlju prikazuju se osnovmi komstruktivni modeli tla kogji
se primenjuju u savremenim numeridkim analizama. U radu su optsant linearno
elastidni, hipoelastidni < elasto-plastidni modeli. Mada se upotrebom linearno-
elastidnih modela stavljaju velike samerke njihova promena je opravdana w oblasti-
ma u kojima su promene stanja napona i deformacija male. Hipoelastidnim modelima
znadajno bolje se opisuje ponadanje tla. Medjutim, poznato je da se samo koris-
Benjem elasto-plastidnih modela mode uspedno opisati ponadanje realnog tla. Pos-
toji veoma veliki broj predloZenih elastoplastidnih konstitutivnih modela sla.
Zhog toga posebmu paZnju treba posvetiti adekvatnom i{zboru konstitutivnog modela
tla. Samo slofenim elastoplastidnim modelima koji se sastoji od vide povrdi po-
pudtanja koje se medjusobno presecaju moZe se uspedno opisati ponaSanje tla. Za
razliku od drugih materijala w tlu pri svakoj promeni naponskog stanja dolazi do
pojave elastidnih i plastidnih deformacija. Znadi u svakom koraku opteredenja
dolazi do izvesne disipacije energije. Takodje neke vrste tla pokazuju iazraiena
dilatacijska svojstva tj., dolazi do zmadajne promene zapremine usled smicanja.
Jo§ uvek nije pronadjen generalni model tla koji bt podjednako uspedno obuhvatio
sve napred opisane fenomene a da istovremeno bude jednostavan za praktidnu upo-
trebu. Zbog toga, u zavisnosti od vrste tla © predvidjenth putanja napona w tlu,
posebnu paZngu u svakom konkretnom sludaju, treba posvetitt izboru adekvatnog
konstitutivnog modela tla.

U tredem poglavlju u skradenom obliku daje se formulacija MKE pri re-
Squanju nelinearnih problema. Zatim se u nedto &irem obliku prikazuje problema-
tika MKE na redavanju materijaino nelinearmih problema. U drugom delu ovoga pog-
lavlja razmatra se problematika numeridkog simuliranga kontakta dveju sredina
razliditih karakteristika.

Autor rada daje predlog dvodvormog kontaktnog elementa za simulirange
pornadanja kontakta betona ¢ tla. Na osnovu eksperimenata, mogude je odrediti
nelinearne zquisnosti izmedju relativnog pomeranja i napona smiecanja u funketji
od normalnog napona, koje su neophodne za konstitutsanje kontaktnih elemenata.

Betvrto poglavlje bavi se problemattkom implementacije konadnih <

kontaktnih elemenata pri redavanju problematike interaketje komstrukeije © tla



u uslovima ravnog stanja deformacije i rotacione gimetrije. U ovome poglavlju
sutor rada daje predlog za poboljdanje koridcéenja hipoelastilnog modela Duncan-
Chang=-a. Naime, kod ovih modela postoji problem sradunavanja neuravnoteZenog
opteredenja 8to uslovljava koridcdenje samo inkrementalnih postupaka u redavangju
nelinearnih jednadina MKE. Sa predlogom autora, mogude je za poanato stanje de-
formacije odrediti stanje napona koje zadovoljava konstitutivne jednaline., U
ovome poglavlju, posebna paZnja posvedena je metodama integracije elastoplastil-—
nih konstitutivmih jednadina. Na kraju poglavlja dat je kratak opis programa
DIS koji je autor napisao,pomodu Koga se uspedno mogu redavati materijalno neli-
nearni problemi koriddenjem konaénih i kontakinih elemenata.

Poglavlje pet, sadrZi rezultate i analizu ponadanja &ipova pri probnom
opteredenju, koji su proizadli iz sopstvenih ogleda. Ukupno je ispitano tri bu-
dena §ipa preseka 0,27 m © duiine 3 m, probmim opteredenjem. Pri ovim ispitiva-
njima merene su zavisnosti izmedju opteredenja $ipa i sleganja vrha 3ipa kao
raspodela aksijalne sile po duZini &pa. Iz odredjenih organizacijekih i finan-
siskilh problema opiti su izvedent u dvoridtu fakulteta, tako da se 3ipovi walaze
u sloju lesa dto nije karakteristidna sredina za fundiranje na &ipovima. Pored
ovih ispitivanja izvrdena su i detaljna tspitivanja neporemedenth usoraka tla u
laboratoriji koja su bila neophodna za odredjivanje neophodnih parametara kojti
Figuridu u konstitutivnim modelima tla.

U Sestom poglavlju izvrdena je numeridka analiza ponadanja aksijano
opteredenog ¥ipa. Posebma padnja posvedena je izboru adekvatnog proradunskog
modela. Kontakt izmedju Sipa i tla opisan je dvodvormim kontakinim elementima.

U zoni bliZe 3ipu koriddeni su nelinearni konstitutivni modeli tla dok su u zoni
dalje od 8ipa, gde su promeme napona male, koriddeni linearni elastidni modeli
tla.

Rezultati numeridke analize poredjeni su sa rezultatima eksperimena-
ta.

I na kraju u sedmom poglavlju, daju se zavrdni komentari i zakljulet.
Uporedjivanjem rezultata eksperimentalne ¢ numerilke analize zakljuduje se da se
kori&denjem savremenih numeri&kih metoda moZe uspesno obuhvatiti ponadanje aksi-
jalno opteredenog 3ipa. Zadovoljavajudi resultati su dobijent i u sluCaju lesa
iako je poamato da se ovaj materijal dosta raalidito ponada pri niskim t visokim
naponima. Da bi numeridka analiza bila uspedna neophodno je da se u nju ukljudt
1 faza izvodjenja Fipa. Takodje posebmu painju treba posvetiiti izboru adekvatnog
konstitutivnog modela tla. Qvakve numerike analize jod uvek su dosta sloZene
pa je za uspedno redavanje problema neophodan timski rad struénjaka geotehnilara

1 numerilara.



1, 0P3TA RAZMATRANJA PROBLEMATIKE SIPOVA

1.1, LvOD

Sipovi su konstruktivni elementi pomoéu kojih se opterecenje sa
konstrukcije prenosi na dublje slojeve tla vecde opteredenosti i1 manje defor-
mabilnosti,

Podela Sipova moZe se izvr3iti na viSe nacCina: prema vrsti materi=-
jala od koga se izvode, prema nalinu izvodjenja i prema nacinu prencdenja
opterecenja.

Prema materijalima 3ipovi se dele na drvene, armirano betonske i
¢eli¢ne 3ipove.

Mada postoji veliki broj razlic¢itih tehnologija izvodjenja Sipova,
ipak se prema naéinu izvodjenja Sipovi mogu podeliti u dve grupe i to: 3Zipovi
koji se kao gotovi elementi pobijaju u tlo i1i se izvode direktno u tlu pod

i Sipovi kod kojih se pre njihove izgradnje vr3i kopanje ili
busenje tla. U buduée ove grupe §ipova zvacemo kratko utisnuti (pobijeni)sipovi
i bueni $§ipovi.

Prema naéinu prenodenja opterecenja Sipovi se mogu podeliti na stoje-
¢e i lebdece. Stojeci &ipovi se svojim bazama oslanjaju na Cvrste slojeve tla
zanemarljivo male deformabilnosti, tako da se ukupno opterecenje sa $ipa ne tlo
prenosi preko baze 3Jipa.

Kod lebde¢ih 3Sipova, opteredenje sa 3ipa na tio prenosi se delimié-
no preko baze Sipa a delimiéno preko omotaca Sipa.

Pored toga znalajne razlike u ponaSanju Sipa postoje u zavisnosti
od toga da 1i se 3ip nalazi u vezanom tlu (glina) i1i nevezanom tlu (pesak).

Ponadanje 3ipova pod opterecenjem moZe se odrediti na viSe nalina,

i to:

- probnim opterecenjem

- na bazi dinamiZkih podataka dobijenih pri zabijanju 3ipova,

- terenskim metodama na bazi fizicko-mehanickih osobina zemljista,

- na osnovu podataka pri penetraciskom sondiranju tla, i

- prema iskustvu o pona3anju Sipova u slicnom tlu.

U ovome radu dalja razmatranja bic¢e ogranicena na analizu pona3anja
lebde¢ih 3ipova koriidcenjem metoda koje se zasnivaju na fizicko-mehanigkim
osobinama tla.



1.2. NOSIVOST DUBOKIH TEMELJA (SIPOVA)

Nosivost 3ipova moZe se teorijski odrediti kao nosivost dubokog te-
melja. Posmatrajmo duboki temelj poznatih dimenzija i obiika koji je ugradjen
u tlo poznatih fizicko-mehanifkih karakteristika. Temelj Je na vrhu opterecen
verikalnim centrinim opterecenjem. Probiem se sastoji u odredjivanju granic-
nog opterecenja QO koje temelj moZe da prihvati. Generalno gledano jedan deo
opterecenja prenosi se preko baze temelja a drugi deo preko omotaca temelja.
Obiéno se ove dve komponente opterecenja razmatraju odvojeno iako su medjusob-
no zavisne. Ukupno opterecenje jednako je zbiru ove dve komponente pa se moZe
pisati:

Q=Qb+QS=qO.Ab+f.A (1.1)

Velidine 9 i fo pretstavljaju specifiZnu nosivost odnosno nosivist
po jedinici povr3ine baze i omotaa respektivno. Znaci problem odredjivanja no-
sivosti dubokog temelja (Sipa) svodi se na problem odredjivanja specificnih
nosivesti baze 1 omotaca q if..

Prvi radovi iz ove oblasti potidu od Prandt] (929 i Reissner-a (1324)
koji su razmatrali problem utiskivaga krutog tela u nestisljivu krute-plastiénu
podlogu. Njihova redenja iskoristili su Caqout 934 1 Buisman fa3s) za odredji-
vanje nosivosti tla. Njihovo redenje obiino se pise u sledeCem obliku:

_ 1 .
Gy = CN g, * qucq + =Y BNY Z, (1,2)

gde su uvedene sledece oznake:

- N Nq, NY - sy faktori nosivosti trakastog temelja

- CC, Fq, CY - su faktori oblika.

De Beer (948 1 Ja'ky @944 su dobili drugacija reSenja sa znatno ve-
¢im faktorima nosivosti.

Polazed¢i od stanja graniéne ravnoteZe u zemljiStu Meyerhof (1953 odre-
djuje graniéno opterecenje ispod baze Sipa kao opterecenje pri kome dolazi do
formiranja prostornih kontinualnih povrsi klizanja u tlu. Ove povrsi imaju
oblik spirale (sl. 1) koja se povija prema omotacu 3ipa.

Sva napred navedena resenja za odredjivanje A odnosila su se na
probleme koji se nalaze u uslovima ravnog stanja deformaci je. Berezantsev je
nasao reienje ovoga problema za slucaj rotacione simetrije.



MoZze se pokazati da je uticaj treceg Clana u izrazu (1.2) zanemarljivo
mali kod temelja vedée dubine, 3to znali da pri vedim dubinama specifiéna nosi-

lQ

vost baze ne zavisi od njenih dimenzija.

Velicine faktora nosivosti Nq dobijene na osnovu razlicitih teorija
prikazane su na sl. 2.

Postoji generalna tendencija povecanja nosivosti baze sa povecanjem
dubine. Do neke dubine ovo povecanje je linearno sa dubinom. Daljim povecanjem
dubine brzina priradtaja nosivosti baze se smanjuje i pri relativno velikim du-
binama nosivost baze postaje praktifno konstantna.

Ovo se moZe objasniti &injenicom da na vecim dubinama dolazi do loma
utiskivanja tla i lokalnog klizanja na ivicama temelja. Naime tlo nije kruto-
plasti¢an materijal kako je u predhodnim teoriskim radovima pretpostavijeno,
yeé materijal koji poprima znaajne zapreminske deformacije,

Otpornost omotaca fD obiZno se odredjuje kao otpornost na trenje,
tj, otpornost klizanja krutog tela u kontaktu sa tlom. Na osnovu klasilnog kon-
cepta, otpornost na trenje moZe se rastaviti na dva dela. Prvi deo koji je ne-
zavistan od normalnih napona i obiéno se naziva adhezija i obeleZava sa c_.
Drugi deo trenja proporcionalan je normalnom napenu 1 uglu smicanja d. .



Normalni napon o obiéno je jednak odgovarajucem pritisku usled sop-

stvene teZine tla po omotaCu temelja.

10,000
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sl. 2

fo = Ca + Ks * Oy tg § (1.4)
gde je KS bezdimenzionalni faktor i naziva se koeficijent pritiska omotaca.

Kao i u sluaju nosivosti baze i nosivosti omotaa sa dubinom raste
Jinearno samo do neke dubine.

Kao kriterijum loma tla ispod temelja obilno se usvaja opterecenje
pri kome je najveca brzina deformacije. Za postizanje graninog opterecenja po
omotadu, potrebno je znatno manje pomeranje nego pomeranje potrebnoc za dosti-
zanje graninog opterecenja baze.



1.3, SIP U GLINI

Postoji veliki broj publikovanih radova koji se bave problematikom
ponadanja $ipa u glini. U ovom radu bic¢e opisani samo neki od faktora koji bit-
no utic¢u na ponasanje Sipa u glini. Poznato je da nalin izvodjenja 3ipova bit-
no utiée na njegovo pcnadanje pri opterecenju. Zbog toga cemo posebno razmat-
rati ponasanje $ipova koji se utiskuju (pobijaju) u glinu a posebno ponaSanje
busenih §ipova.

1.3.1. Sip pobijen u glinu

Efekti pobijanja pi%a u zasicenu glinu prema de Mello-u (1969) mogu
se svrstati u sledece kategorije:

(a) remeéenje 111 izmena strukture tla oko 3ipa,

(b) promena naponskog stanja u tlu oko $ipa, =

(c) disipacija pornih pritisaka u tlu oko Sipa generisanih za vreme

izvodjenja 3ipa, i

(d) dugotrajni efekti, regenerisanje &vrstoce i sl,

Generalno usled pobijanja 3ipa dolazi do razaranja strukture tla oko
$ipa, 3to ima za posledicu znaCajno smanjenje otpora pri probijanju Sipa. Kas-
nije tokom vremena, otpornost 3ipa obiZno se povedava i to usled procesa tikso-
tropije delimiéne regeneracije razornih veza i procesa lokalne konsolidacije,
opadanjem pornih pritisaka dolazi do povecanja efektivnih napona oko Sipa. Pro-
blematikom generisanja pornih pritisaka oko pobijenog 3ipa i procesom konso-
1idacije oko njega bavio je se veéi broj autora. NaveScemo neke od predloga.

Prema D. Appolonia & Lambe (1971) porni pritisak oko Sipa moZe se
sracunati na osnovu sledeceg izraza:

AU 2C

‘e .
— =1 -k )+—71]+A
%o © vo~© ]
gde su uvedene sledece oznake
ﬁUm - maksimalna vrednost priradtaja pornih pritisaka

KO - koeficijent boénog pritiska tla u stanju mirovanja

Af - koeficijent pornog pritiska pri Tomu.

Navedeni porni pritisak opada rapidno sa rastojanjem od 3ipa (sl1. 3) i general-
no disipira veoma brzo,



Teorijski, metodologiju za odredjivanje velicine pornog pritiska
okolo &ipa i njegove raspodele razmatrali su Nishida (1962) i Landanyi (1963).
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Ovi radovi se zasnivaju na teoriji 3irenja cilindriénog otvora u elastoplasti-
&noj sredini. Mnogo rigorozniju analizu promene naponskeg stanja, pornih pri-
tisaka i toka konsolidacije predlozio je Wroth (1979)}. Proces utiskivanja &ipa
modeliran je Sirenjem cilindri¢nog otvora sa radijalnim pomeranjima tla. Prob-
Tem je re3avan MKE a za tlo je kori3cen Cam-Clay model. Postoji relativno malo
podataka merenja pornih pritisaka na terenu oko pobijenog 3ipa. Medjutim me-
renja koje je izvriio Bjerrum sa saradnicima, pokazuju da je gradijent pornih
pritisaka radijalan, prema tome proces konsolidacije se obavlja kretanjem vode
u radijalnom pravcu od $ipa. Suprotno tome Cestice tla krecu se unutar ka §i-
pu, pa se tlo nalazi u fazi rasterecenja. Prema tome za vreme odvijanja procesa
konsolidacije tlo se pona3a kao elastian materijal. Zbog velikih napona smi-
canja u tlu oko 3ipa dolazi do plastifikacije tla do poluprelnika R, koji se
moZe odrediti iz sledeceq izraza:

R = p, [6/c,)/? (1.6)

Generisani porni pritisci koji se javljaju neposredno pored $ipa mogu biti i
po nekoliko puta veéi od efektivnih vertikalnih napona., Ovi pritisci su utoli-
ko veéi ukoliko je veca senzitivnost gline. Po obliku porni pritisak opada
pribliZno Tinearno sa logaritmom rastojanja od 3ipa.

Za otvor koji nastaje $irenjem cilindriénog otvora od nule do radi-
jusa rys radijalni i tangencijalni totaini naponi mogu se sralunati na osnovu
slede¢ih izraza:

Ao, = C 1+ Tu(G/c) - 21u(r/r‘0)] (4.7}



bo, = C, [-1 + Tu(6/c,) - 21u(r/r0)] (1.8)

Priraitaj pornog pritiska jednak je oromeni srednjeg totalnog napona:
bu = ¢, [u(G/e,) - 21u(r/r0)} (1.9)

Prema tome raspodela pornih pritisaka oko $ipa moZe se jzraziti sle-
deéim izrazom:

AU, = ZCU1U(R/r) za ro-sr £ R (1.10)

Na slici 4. prikazana je promena pornog pritiska sa vremenom u funk-
¢iji odnosa G/cu, pri Cemu je uvedena oznaka:

$_ TT-?_jl- (1.11)

inlet/e)

Pod pretpostavkom da je poznato naponsko stanje u tlu oko $ipa u to-
ku opterecenja $ipa mogu se postaviti dva pitanja: kako se menja efektivni na-
pon u tlu oko $ipa u fazi opterecenja i koji kriterijum loma u tlu treba pri-
meniti da bi se sracunala nosivost 8ipa.

Parry & Swain {1977) su detaljno jspitivali zavisnost ugla &~ od
odnosa napona K

n

:ﬂ/”J . Oni su zakljugili sa se Jom u tlu oko Sipa deSava

pod nekim uglom u odnosu na osu Sipa. Maksimalan ugao trenja paralelan osi 3ipa
bitno zavisi od naginjanja ravni loma. Na osnovu ovih ispitivanja oni su dos1i
do zakljucka kada je K > 1 da je ugao trenja &° < ¢~. Chandler & Martins su
jzvréili detaljna eksperimentalna ispitivanja promene radijainog napona oko
sipa u fazi opterecenja. Kod pobijenih Sipova u fazi izvodjenja $§ipa dolazi do
znatnog poveéanja radijalnih napona, i kod normalno konsolidovanih glina ovaj

odnos o{ b * postaje veéi od jedan. U fazi opterecenja $ipa dolazi do znagajnog
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pada radijalnih napona. Ovaj efekat opadanja napona zajedno sa efektom razara-
nja strukture pri pobijanju Sipa znacajno redukuje nosivost $ipa. Ovo znai

da su promene radijainih napona pri pobijanju Sipa i pri opterecenju suprotnog
znaka.

Kod normalno konsolidovanih glina radijalni napon opada pri opterece-
nju sve dok napon smicanja ne dostigne vrsnu vrednost, U stanju rezidualne
otpornosti nema opadanja radijalnog napona a smicuce deformacije su skoncentri-
sane na veoma usku zonu oko &ipa, reda veliGine nekoliko ¢estica. Na ovim mes-
tima dolazi do diskotinuiteta u pomeranjima.

Kod prekonsolidovanih glina u fazi opterecenja dolazi do povecanja
radijalnih napona.

Za odredjivanje nosivosti §ipa koriste se dva pristupa i to: analiza
totalnih napona i analiza efektivnih napona.

Tradicionalno se za odredjivanje nosivosti 3ipova u glinama koristi
metoda totalnih napona. U ovom sluaju izraz za nosivost baze moZe se napisati
u sledecem obliku: -

Q, = Cy N, A (1.12)

Sto znadi da se problem odredjivanja nosivosti baze praktiéno svodi

na odredjivanje faktora nosivosti Nc’ dok za C._ treba usvojiti vrednost nepo-

remec¢ene nedrenirane Cvrstoce CU° t
Razmatrajuéi ponasanje kruznog temelja na razli¢itim dubinama Skempton
(1951) je utvrdio da se za dubine D > 4B vrednost faktora nosivosti Nc krec¢e u
granicama od 6.14 - §.
Veoma opseZna istraZivanja vrSena su na Londonskim glinama i zaklju-
¢eno je da je najlesca vrednost parametra nosivosti NC = 9, Za sralunavanje
ovoga parametra Landanyi je predloZio sledeci izraz:

€,
N, | 1+ u( 3,— ) (1.13)

Nosivost omotaca $ipa odredjuje se iz sledecCeg izraza:

gde je C, - adhezija izmedju omotaca stabla 3ipa i okolnog tla, Obicno-se uzi-
ma da je ova adhezija jednaka nedreniranoj &évrstoéi tla, merenoj u laboratori-
ji i1i na terenu, pomnoZenoj sa empirijski odredjenim faktorom akhezije w.. Ves
Ti¢ina ovoga faktora zavisi od: geolodkih uslova na terenu, vrste i velicine
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$ipa i nadina izvodjenja $ipa. Puno napora je ulozeno da se uspostave korelacije
izmedju adhezije Ca i nedrenirane &vrstoce Cu’ odnosno da se odrede vrednosti
faktora adhezije. Za nabijeni $ip, tipiéne zavisnosti CU i Ca prikazane su na

s, 5, ; CykN/m?
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Za tvrde gline vrednosti parametra o odredio je Temilson u zavisnosti
odnosa penetracije 3ipa, MoZe se zakljuéiti da je postupak totainih napona ve-
oma koristan i jednostavan za primenu, medjutim, njegova empirijska prirode
ukazuje da treba biti veoma obazriv kod njegove primene narolito u novim nedo-
voljno ispitanim sredinama.

Dohro je poznato da ponaanje tla zavisi od efektivnih napona kojima
je izloZeno. Zato su mnogi autori predlezili da se ponasanje 3ipa poredi sa
efektivnim naponima u okolnom tlu {Chandler 1968, Burland 1973, Meyerhof 1976,
Parry & Swain 1977, Randolph, Carter & Wroth 1979 i Kirby & Esrig 1980). Da b1
se koristio ovaj pristup neophodno je pracenje promene naponskog stanja oko $i-
3a i to u fazama pre izgradnje &ipa u toku njegove izgradnje i u fazi opterece-
nja,

Chandler (1968) je za sraunavanje vrine nosivosti omotaCa Sipa pred-
loZio sledeéi izraz:

C.=C"+g. -~ tgd” (J.158)

S obzirom na razaranje strukture tla oko §ipa preporucuje se da se
zanemari vrednost kohezije ¢~. Takodje se preporuCuje da za vrednost ugla tre-
nja 8° treha usvojiti vrednost ugla unutrasnjeg trenjaff’. Za horizontalni na-
pon u tlu obiéno se pretpostavija da je jednak naponu u tlu pre izvodjenja §ipa.
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Burland (1973) je analizirao promenu parametra B
B = Ks tg &~ (1.16)

i ustanovio da se kod normalno konsolidovanih glina ova vrednost krece u grani-
cama od 0.24 - 0.30.

Za &ipove u tvrdoj glini prediaze se da se usvoji da je Ks = K0 i ugao
§” = . Prema Meyerhof-u za pobijene Sipove treba usvoJiti KS = 1.5 KO. Kod
prekonsolidovanih glina moze se pribliZno usvojiti da je

KO = (1 - sin®@") Y OGR . (1.17)
Chandler & Burland su na osnovu velikog broja eksperimenata, poku3ali

da uspostave zavisnost izmedju odnosa Cafgﬁo tg%" i odnosa napona K = oh/og

pre nanoenja opteredenja. Rezultati ovih eksperimenata prikazani su na sl. 6.
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S1. 6

Dozvoljeno opterecenje §ipa dobija se deljenjem graniénog opterece-
nja sa odgovarajué¢im faktorom sigurnosti. Cesto puta se preporuuje da se za
bazu i omotaé usvoje razli&iti faktori sigurnosti. Ovo se ¢ini iz razloga Sto
je za dostizanje granicne nosivosti po omotacu potrebno znaino manje pomeranje
nego pomeranje potrebno za dostizanje granicne nosivosti baze.

1.3.2. BuSeni §ip u glini

Pona3anje busenih §ipova u glini intenzitno je ispitivano na London-
skim glinama. Kao i kod pobijenih Sipova i kod buSenih gipova njihovo ponasa-
nje znalajno zavisi od na¢ina izgradnje Sipa.

Pri sracunavanju nosivosti baze sa dovoljnom tacnoScu moze se usvoji-
ti da je NC = 9. U nekim sluajevima zavisno od izgradnje Sipa moze doéi do
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remecenja gline u nivou baze i njenog znaCajnog omeksanja. Ovo ima za posiedi-
cu povecanje sleganja Sipa.

Za sradunavanje nosivosti omotaCa $ipa potrebno je odrediti adheziju
jzmedju tla i $ipa. Generalno se moZe usvojiti da je adhezija manja od nedreni-
rane &vrstoce tla pre izvodjenja &ipa. Ovo omekSanje gline nastaje iz sledecih
razloga:

a) apsorbcija vode iz sveze betonske mase,

b) migracija vode iz tla prema Sipu, i

c) povedanje vlaZnosti tla usled izvodjenja S$ipa.

Svi ovi negativni efekti mogu se znafajno smanjiti ako se poveca brzi-
na izvodjenja 3ipa. Meyerhof je merio promene vlaZnosti gline oko buSenog Sipa
i zakljutio je da mala promena vlaZnosti moZe znalajno da redukuje adheziju
jzmedju §ipa i tla. Generalno faktor adhezije a kod buSenih Sipova krece se u
ganicama od 0.3 - 0.60.

U zavisnosti od tehnologije izbodjenja budenih §ipova dolazi do pro-
mene radijalnih napona u tlu. Na primer u zavisnost od naina betoniranja 2
yrste betona moZe do¢i do povecanja radijalnog napona u tlu oko $ipa u odnosu
na naponsko stanje pre izvodjenja §ipa. Pritisak sveZe betonske mase moZe biti
znacajno veéi od prvobitnog naponskog stanja u tlu.

Kod tvrdih prekonsolidovanih glina tokom izvodjenja $ipa dolazi do
opadanja radijainog napona ali u fazi opterecenja $ipa ovaj napon se povecava
i vraca se skoro u potpunosti u prvobitno stanje.

1.4. SIPOYI U PESKU

Ponasanje $ipova u peskovima bitno se razlikuje od njihoveg ponasanja
u glinama. Pored teoretskih radova objavljenih iz ove oblasti postoji 1 veliki
broj objavljenih rezultata eksperimenalnih istraZivanja. Monografija prof.
Vesica "A study of bearing capacity of deep foundations" predstavlja najsveo-
buhvatnije do sada publikovano delo u kome se eksperimentalno i teorijski ana-
lizira ponasanje §ipova u peskovima. Opiti su vreni i u Jaboratoriji i na te-
renu. U laboratoriji, opiti su vr3eni u homogenim peskovima. Poznato je da se
samo na osnovu velikog broja dobro izvedenih opita u homogenoj masi mogu doneti
zakljuZci koji se kasnije mogu uspedno generalizovati. Da bi se odredio uticaj
dimenzija §ipa i nadin njegovog izvodjenja opiti su vreni u Jaboratoriji i na
terenu i to na §ipovima razli¢itih dimenzija i oblika. Saznanja do kojih je
se dodlo ovim istraZzivanjima i zakljudci koji su na osnovu njih jzvedeni opSte
su prihvadeni u struénoj javnosti. I u ovome radu, pri opisivanju pornadanja $i-

pova u peskovima, dosta cemo se osioniti na rezultate i zak)juCke objavljene
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u navedenoj monografiji.
Nacin izvodjenja $ipova bitno utice na njegovo ponasanje pod optere-
¢enjem pa ¢e se zbog toga posebno analizirati buseni 3ipovi od pobijenih Sipova.

1.4.1. Buleni 3ipovi u pesku

Nosivost budenih §ipova u pesku dobija se kao 1 u predhodnom slucaju
zbiranjem nosivosti baze i nosivosti omotala 3ipa.

Postoji generalna tendencija povecanja nosivosti baze Sipa sa poveca-
njem dubine. Prakti€no linearno povecanje nosivosti baze sa dubinom je samo do
relativne dubine D/B < 4. (10). Daljnim povecanjem dubine ugradjivanja baze
3ipa, brzina povedanja nosivosti baze se smanjuje. Pri relativnim dubinama
D/B » 15. (20) noyisost prakti¢no dostiZe svoju asimptotsku vrednost, koja iz-
gleda da je funkcija samo zbijenosti peska. Brojevi u zagradama odnose se na
buiene $ipove vecih prednika. Ova dubina pri kojoj se postiZe granicna nosivost
baze naziva se kritiéna dubina. Na ovim dubinama de$ava se samo lom utiskivanja
sa ogranienim zonama klizanja oko baze $ipa. Ova dubina zavisi od relativne du-
Zine $ipa 1 zbijenosti peska.

Dosta truda je uloZeno da bi se objasnilo zbog Cega na veé¢im dubinama
ne dolazi do poveéanja nosivosti baze. Dostizanje konstantne vrednosti q, ne
znaci smanjenje faktora nosivosti Nq. Odgovor treba traZiti u ginjenici da ve-
1i¢ina q nije jednaka efektivnom vertikalnom naponu u nivou baze 3ipa od teZine
tla, ye¢ je jednaka normalnom naponu pri lomu u horizontalnoj ravni na nivou
baze 3ipa q = qe- U praktiénim analizama, obiCno se precutno umesto qg usvaja
vrednost efektivnog vertikalnog napona na dubini baze 3ipa, od teZine tla, 3to
¢esto puta dovodi do znadajnih odstupanja. Ovakav proracun nosivosti baze naro-
¢ito se ne moZe prihvatiti u slucajevima kada 3ip nedovoljno ulazi u sloj pes-
ka iznad kojeg su slojevi stidljivog tla.

Na osnovu teorijskih razmatranja i rezultata eksperimenata, u sTu€aju
Tokalnog loma i loma utiskivanja, faktor nosivosti N_ mozZe se odrediti iz sle-
deceg izraza:

N = 3890t | yolias 4 ¢/2) (1.18)

Prema ispitivanjima Ke 'risel-a ( ) moZe se zakljuéiti da je faktor
nosivosti sloZena funkcija od ¢, D/B 1 8.

Najbolja slaganja sa rezultatima opita dobijaju se ako se faktor no-
sivosti Nq u zavisnosti od ugia @ sraduna prema predlogu Berezantzev-a (s1.7).
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Zbog moguéih efekata omek3anja pri izvodenju $ipa, za preporuku je da se fak-
o

tor nosivosti sa redukovanom vredno$éu ugla unutrasSnjeg trenja %? =& .30,

1000
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Izmedju faktora nosivosti Nq i specifitne nosivosti baze i omotaca
q, 1 f,» moZe se ustanoviti na osnovu jednagine (1.2) 1 (1.4) sledeca zavidnost:

N = EE K. tg & (1.19)
q fo S

Faktor nosivosti Nq je prvenstveno funkcija zbijenosti peska. Da bi se u pot-

punosti iscrpila nosivost baze dudenih 3ipova u pesku potrebna su velika slega-

nja do 25% od prefnika baze.

Nosivost omotada budenih Sipova takodje raste sa povecanjem dubine.
Kod $ipova u zbijenom pesku nosivost omotala raste do dubine od D/B = 15 1 na-
dalje je skoro kontantna. Kod rastesitih peskova ova zavisnost nije najjasnija
ali takodje do relativne dubine D/B < 4 postoji linearno povecdanje nosivosti
omotaca Sipa.

Na slican nacin kao qe menja se i vertikaini napon q, sa dubinom ne-
posredno pored stabla Sipa.

Pri opterecenju 3ipa pesak oko stabla Sipa teZi da prati generalno
pomeranje na dole. Kao posledica ovih pomeranja dolazi do inklinacije radijal-
nih napond u zoni neposredno nored 3ipa. VeliCina ove inklinacije zavisi od
velid¢ine sleganja i rastojanja od baze Sipa.

U podetnoj fazi opterecenja, veci deo opterecenja preuzima omotac
3ipa, kasnije sa porastom opterecenja Sipa, opterecenje se seli na bazu $ipa.

Pomeranje koje je potrebno da bi se aktivirala puna otporncst po
omotacu §ipa, ne zavisi od precnika $ipa i dubine $ipa od zbijenosti peska. Kod
$ipova kruZnog poprecnog preseka ovo varira izmedju 7 1 10 mm, dok je kod Si-
pova kvadratvnog popre&nog preseka dva puta manje.
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Grani¢no opterecenje pri zatezanju Sipa, po omotadu $ipa, ne raziiku-
je se od opterecenja pri pritisku $ipa. Ovaj odnos najvise zavisi od dimenzija

Sipa.

Kolicnik qoff0 zavisi od zbijenosti peska a malo zavisi od dimenzija
§ipa

90 1,30 + tg ¢

Prisustvo kapilarne kohezije moZe znacajno da poveca 9g° bez znafaj-
nije promene fa‘

Ugao smicanja § kod budenih Sipova treba usvojiti da je jednak uglu
unutradnjeg trenja #°, nezavisno od toga dali se pri izvodjenju Sipova koristi
bentonitna suspenzija.

1.4.2. Sipovi koji se pobijaju u pesak

Kada se 3ip pobija u pesak, dolazi do povecanja njegove kompaktnosti
i zbijenosti. Usled zbijanja i vibracija tokom izvodjenja S$ipa, Cestice se me-
djusobno pomeraju i pakuju a takodje dolazi i do loma nekih estica.

Povecanje nosivosti &ipa usled povecanje i zbijenost peska pri izvo-
djenju &ipa, detaljno je prouCavao Meyerhof (1959). Pomeranje estica oko sipa
pri njegovom pobijanju snimano je radiografski (s1. 8).
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S1. 8

Na slici (8) prikazane su vertikalne dilatacije u tlu pored 3ipa.
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Ispod baze &ipa dolazi do zbijanja tla dok se neposredno iznad baze Sipa sma-
njuje zbijenost peska usled dilatacije zatezanja.

Da bi obuhvatio efekat pobijanja $ipa u pesak, Kishida (1967) je
predloZio na osnovu obimnih ipsitivanja na modelima i na terenu, povecanje ugla
unutradnjeg trenja materijala. Prema njemu, nosivost baze Sipa treba ralunati
sa uglom

h o= T (1.21)
Za sracunavanje nosivosti stabla &ipa treba usvojiti ugao smicanja
a=§¢'+1o° (1.22)

Prema Tomilsonu (1980), pri pobijanju Sipa u pesak, oko $ipa se for-
mira jedna uska veoma zbijena zona. Van ove zone formira se zona relativno
rastresitog peska, koja znaajno utice na nosivost omotaca. Pored toga u ouoj
zoni dolazi do znacajnih deformacija usled napona smicanja u tlu. Prema do sada
publikovanim radovima najveca izmerena vrsna vrednost specififne nosivosti omo-
taca $ipa u pesku je fo = 110 kN/m2 -

Pri proracunu nosivosti baze $ipa, faktor nosivosti Nu treba odrediti
prema Berezantsev-u, pri emu treba voditi racuma o povecanju zbijenosti peska
pri pobijanju $ipa. Na osnovu publikovanih radova do sada najveca izmerena vred-
nost nosivosti baze 4 = 11000 kN/mZ. Ako se dip pobija u sloj zbijenog peska
i1i &1junka, koji se preteino sastoji od Cestica kvarca, treba racunati sa no-
sivodcu 3ipa kao elementa konstrukcije, pre nego sa nosivoscu tla ispod baze
sipa.

0 Holandiji i Belgiji uradjen je veliki broj ispitivanja Sipova koji
se pobijaju u pesak. U ovim zemljama postoji veliko iskustvo u proceni ponasa-
nja &ipova na osnovu rezultata staticke penetracije.

Nosivost baze pobijenog 3ipa veca je nego nosivost baze buSenog $ipa
u istoj sredini, samo zbog &injenica da se prilikom izbijanja §ipa poveclava
zbijenost peska.

Bodni pritisak moZe se raCunati kao pritisak u stanju mirovanja,

s tim ¥to je sada horizontalni napon veci glavni napon. Ovaj pritisak znaéajno
zavisi od oblika popreénog preseka dipa. Najveci je kod kruznog poprecnog pre-
seka.

Nosivost baze i omotaca linearno se povecavaju sa dubinom na manjim
dubinama. Na ve¢im dubinama ove vrednosti dostiZu kvazi konstantnu vrednost.
Treba primetiti da je u ovome slulaju, veca kriti¢na dubina nego kod buenih
Sipova, naroCito u zbijenom pesku.
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Pomeranje potrebno da se dostigne granicna vrednost nosivosti baze,
savisi od dimenzija baze i iznosi v 10% od preinika baze. Medjutim, pomeranje
potrebno da se postigne granigna nosivost po omotadu $ipa nezavisno je od
dimenzije $ipa, nalina izvodjenja 1 zbijenosti peska 1 krefe se u granicama od
7 = 10 mm.

1.5. METODE ZA PRORACUN SLEGANJA SIPA

Sleganje vrha §ipa nastaje kao posledica skracenja stabla §ipa, sle-
ganja tla u nivou baze 3ipa usled opterecenja koje se prenosi preko baze §ipa i
sleganje tla u nivou baze $ipa usled opterecenja koje se sa §ipa preko omotaca
prenosi na tlo.

Postoji vise metoda za proralun sleganja Sipa: empirijske metode, me-
tode koje se zasnivaju na redenjima teorije eJastiénosti 1 numericke metode

Kod empirijskih metoda, sleganje $ipa sracCunava se pomocu Jednostav—
nih izraza, uvodjenjem odredjenog broja faktora koji su odredjeni na osnovu ve-
likog broja eksperimenata. Na primer prema Vesicu (1967) sleganje Sipa moZe se
sraZunati na slede¢i nacin.

Sleganje baze Sipa sraCunava se iz izraza

.

; v (1.23)
(]+Dr )-B-q0

“b

gde je Cw koeficijent zavisan od naina izvodjenja 3ipa. Za pobijene 3ipove
= 0.04 -~ 0.05, a za buiene Zipove Cw = 3,18,
Ovako sracunatom sleganju baze §ipa treba dodati i elasticno skrace-
nje stabla $ipa

= ikt 1.24
(Q, + o QS)A 'E (1.24)

o je koeficijent koji zavisi od nacina raspodele opterecenja po duZini 5ipa
i krec¢e se u granicama od 0.5 - 0.60.

Kod metoda koje se zasnivaju na reienjima teorije elastiénosti, naj-
Zedce se koristi Mindlin-ovo (1936) redenje, Za pretpostavljenu raspodelu opte-
recenja oko §ipa 1 ispod baze $ipa integracijom se sraCunavaju priradtaji na-
pona u tlu ispod baze 3ipa, Zatim se poznatim metodama mehanike tla sracCuna-
vaju vertikalne dilatacije u tlu odnosno sleganja. Treba naglasiti da je tac-
nost ovih metoda cgranicena zbog nepoznavanja raspodele opterecenja oko 3ipa
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i zbog toga to moduli deformacije tla ispod baze Sipova bitno zavise od naci-
na izvodjenja Sipova.

Zbog napred navedenih te3ko¢a i nedostataka u danadnje vreme za sra-
¢unavanje sleganja 3ipa obi€no se koriste numericke metode. U narednom odeljku
detaljnije cemo govoriti o primeni numerickih metoda za odredjivanje ponadanja
gipa pod opterecenjem. Na ovome mestu naves$cemo samo jedno takvo redenje koje
je jednostavno za primenu a prema iskustvima autora ovoga rada daje veoma dobre
rezul tate.

Poulos & Davis koriicenjem metode kona&nih elemenata, izvr3ili su
veoma obimne parametarske analize za srafunavanje sleganja §ipa. Prema ovom au-

toru sleganje lebdedeg 3ipa moZe se sraCunati iz sledeceg izraza

Q-1

- 1.25
R (1.25)
Yeli¢ine koje figuri3du u ovom izrazu imaju siedeCe znalenje:

I= IO . Rk . Rh . Rv . Rb (1.26)

w - sleganje yrha 3$ipa
Q - aksijalno opterecenje Sipa

1 - uticajni koeficijent za nestidljivi 3ip u polu beskonainoj masi
za v_ = 0.50

Rk - faktor korekcije usled deformabilnosti 3ipa
Rh - faktor korekcije za konaénu debljinu deformabilnog sloja
R - faktor korekcije za Poisson-ov broj # 0.50
Rb - faktor korekcije koji uzima u obzir prodirenje baze.
Svi ovi faktori mogu se ofitati sa dijagrama koji su dati u knjizi

autora, tako da se veoma brzo moZe sraiunati sleganje $ipa uzimajuci u obzir
skoro sve bitne parametre od kojih zavisi sleganje Sipa.
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1.6. NUMERICKE METODE

U novije vreme razvijen je relativno veliki broj numerilkih metoda
i postupaka za simuliranje ponadanja aksijalno optereCenog $ipa. Navescemo
samo neke od ovih metoda bez teZnje da detaljnije ulazimo u njihovo opisivanje.
Seed & Reese (1957) prvi su predloZili metod reakcije tla (t-z) me-
tod za analizu ponadanja aksijalno opterecenog Sipa. Osnovna ideja ovakvog pos-
tupka sastoji se u podeli Sipa na n najée3ce jednakih delova. Na sl. 9 Semat-
ski je prikazan ovaj model.

1 S ——1
| (AE) \ Z
h
2 — -
h| (AEk £2)
b S|P,
3 =

n+1 —y

Caf BN
sg W
3

Kod ove metode, pretpostavlja se da je pomeranje svake taCke zavisno
samo od optereenja u toj tagki, Na ovaj nalin interakcija izmedju §ipa 1 tla
pretstavljena je preko sistema opruga pomocu kojih se uspostavlja veza izmedju
napona smicanja na kontaktu 3ipa i tla 1 pomeranja $ipa. Tacnost ove metode
direktno zavisi od izbora funkcija t-z. Ove funkcije zavise od graniCnog opte-
recenja koje se moZe preneti preko omotaca 3ipa, od rasporeda opterecenja po
duzini $ipa i karaktera pomeranja. Za konstruisanje ovih krivih koriste se re-
zultati eksperimenata na modelima i na terenu. Postoje razradjeni i teorijski
postupci za konstruisanje ovih krivih. Osnovni nedostatak ovakvog numerickog
postupka je u tome 5to se zanemaruju medjuscbni uticaji, odnosno naponi 1 po-
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meranja u svakoj tacki 3ipa zavise od napona u syim taCkama a ne samo od napona
u lameli u kojoj se raCuna pomeranje.

Drugu grupu metoda, Cine metode koje se zasnivaju na integraciji
Mindlin-ovog redenja za pomeranja usled dejstva koncentrisane sile unutar ela-
stiénog poluprostora. Kao i kod predhodne metode i ovde se 3ip deli na n-delova.
Po povrdini svakog segmenta predpostavija se ravnomerna raspodela napona smica-
nja. Integracijom Mindlin-ovog reSenja za pomeranja po povrsini svakog od cilin-
dara formira se matrica uticajnih koeficijenata, odnosno matrica fleksibilno-
sti tla. Inverzijom ove matrice formira se matrica krutosti tla. Spajanjem ove
matrice krutosti sa matricom krutosti 3ipa, aksijalno napregnuti KE, dobija se
matrica krutosti sistema dip-tlo. Reavanjem sistema linearnih jednaina dobija-
ju se nepoznata pomeranja €vornih taCaka a na osnovu njih sradunavaju se naponi
smicanja u ¢vornim talkama po duZzini $ipa. Kod ovakvih metoda pretpostavlja se
da postoji potpuna kompatibilnost izmedju pomeranja tla i §ipa. Teskoce u pri-
meni ove metode nastaju kada tlo nije homogeno po dubini, odnosno kada se moduli
tla menjaju sa dubinom 111 kada je tlo slojevito. U ovakvim slucajevima prjbega-
va se aproksimativnim reSenjima. Nedostatak ovakvih modela je u tome $to se ne-
moze obuhvatiti relativno pomeranje §ipa u odnosu na tlo. Kombinacijom napred
navedenih modela moZe se dobiti novi model pomocu koga se moZe mnogo uspesnije
simulirati ponasanje aksijalno opterecenog 3ipa. Sematski prikaz ovakvog modela

r

prikazan je na sl. 10.
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Uvedena zavisnost izmedju relativnog pomeranja $ipa i tla i napona
smicanja, su nelinearne pa se na taj nain re3avanje problema svodi na resava-
nje nelinearnog sistema jednaina. Zbog svoje jednostavnosti ovakvi postupci
nailaze na sve vecu upotrebu. Autor oboga rada predloZio je jedan postupak ko-
ji se moZe svrstati u ovu grupu.

Medjutim, ovakvi postupci imaju i nedostaka od kojih su najvazniji
sledeci:

- definisanjem karakteristika opruga, definide se i graniino

opterecenje 3ipa,

- teZkoce koje nastaju pri integraciji Mindlin-ovog reSenja,

- nepostoji moguénost uzimanja u obzir promene radijalnih napona

u fazi opterecenja Sipa i
- nemoe se pratiti razvoj zona plastifikacije u tlu oko 3ipa.

Zbog svih navedenih nedostataka, za ta¢nije analize ponaSanja aksijal-
no opterecenog 3ipa, primenjuje se MKE. Posebnu paZnju u ovakvim analizama
treba posvetiti izboru adekvatnog konstitutivnog modela tla. Za uspeSnu analizu
kontakta $ipa i tla potrebno je uklju€iti i kontaktne elemente. Na ovaj nacin,
nelinearna analiza aksijalno opterecenog 3ipa, svodi se na reSavanje materijal-
no nelinearnog problema MKE.

Zadatak ovog rada je da se pokaZze koliko se uspesno moZe predvideti
ponasanje aksijalno opterecenog 3ipa, koridcenjem savremenih numerickih metoda.
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2, KONSTITUTIVNI MODELI TLA

2.1. UVOD

Pri razmatranju razlic¢itih problema u geotehnickom inZenjerstvu, pot-
rebno je zajedno odabrati metodu analize i odgovarajuci model tla. Na ovom po-
1ju uéinjen je znaajan napredak i to kako u razmatranju i opisivanju ponasSanja
tla, tako i u pogledu numericke analize problema geoteniCkog inZenjerstva.

S obzirom na obim ove problematike u ovome radu ¢e se dati osvrt samo
na neke specifiine sludajeve od interesa za ovaj rad.

Istorijski gledano poleci mehanike tla vezani su za ime Terzaghi-ja
(1926-1956) &iji su radovi imali dominantan uticaj u ovoj oblasti. Pocetak mo-
derne mehanike tla vezan je za fundamentalan nauéni rad iz oblasti naponsko-de-
formacijskih osobina tla koji je uradjen u V. Britaniji. Poslednjih 30 goqina
predstavljaju pravy nauénu revoluciju u ovoj oblasti i to podjednako u naﬁ}e-
dovanju teorije,numericke analize i eksperimenata. Zahvaljujué¢i ovom napretku
u upoznavanju ponadanja tla mnogi do sada prihvaceni koncepti iskustva i prak-
se postaju zastarelim, 1 moraju se zameniti novim.

U poredjenju sa ostalim materijalima, osnovne osobine tla moraju se
meriti. One mogu u zavisnosti od geoloske istorije, znatno da variraju i poznate
su sa mnogo manjom taénoScu nego kod ostalih materijala.

Glavni ciljevi u pronalaZzenju konstitutivnih modela za ponadanje tla
su: da oni dobro opisuju pona3anje konkretnog tla, da se parametri za njihovo
opisivanje mogu odrediti konvencijalnim opitima 1 da je njihova primena Sto
jednostavnija u numerickim analizama. Do sada, koliko je poznato nije pronadjen
takav model koji ispunjava sve napred navedene zahteve.

Ukoliko su modeli jednostavniji utoliko je njihova primena ogranice-
nija. Takodje parametri koji opisuju oscbine tla treba da imaju jasno fizicko
znaenje, a ne da budu konstante koje samo opisuju rezultate eksperimenata.

Metode proracuna koje se najce3Ce primenjuju pri konvencijalnom re-
Zenju geotehniCkih problema su:

(i) deformaciona analiza

(i1) analiza graniCne ravnoteze

Graniéna analiza razmatra samg ravnotezu mase tla; bavi se samo
gravitacionim opteredenjem i CvstoCama a ne uzima u obzir defoymacije. Suprot-
no njoj analiza deformacija bavi se samo deformacijama a ne uzima u obzir Cvrs-
tocu tla. Tendencija savremene numeritke analize geotehnickih problema je u
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spajanju ove dve, napred iznete analize odnosno da se istovremeno razmatraju
i évrstocéa i deformabiinosti.

Geomehani¢ki problemi se najcesce redavaju primenom mehanike konti-
nuuma pri €emu je ponadanje materijala izrazeno naponsko-deformacijskim zako-
nima. Medjutim, mehanika kontinuuma, bavi se sa hipotetickim materijama, pri
Zemu se sistem diskontinualnih Cestica tla tretira kao kontinuum.

Mehanicka Gestica, s druge strane bavi se interakcijom Cestica tla.
Oblast u kojoj diskontinualno ponaSanje Cestica od znacaja je formiranje povr-
gi klizanja i1i izraZenih smicanja u tlu. Do sada je uinjeno dosta napora da
se sintetizuje ponadanje kontinuuma prema pona3anju Cestica, ali generalne
formulacije su toliko kompleksne i komplikovane da se prihvatljivo redenje
jo3 uvek jzuéava (Strack 1979, Thornton 1983).

Pre nego 3to predjemo na opisivanje odredjenih modela potrebno je
predhodno da definidemo promenljive koje figuridu u tim modelima.

(1) materijaine konstante koje su kac §to im ime kaZe fundamentalne
konstante materijala i defini3u vrstu materijala. .

(i1) promenljive.stanja Cije veliéine se menjaju kako se tlo deformi-
Ze. One su neophodne da u modelima defini3u trenutno stanje materijala.

7avisno od izbora modela tla neke materijalne konstante u jednom mo-
delu mogu biti promenljive stanja u drugom modelu. Na primeru, ugao unutras-
njeg trenja ¢ obi¢no se smatra fundamentalnom veliCinom iako neki radovi (Lode
and Duncan 1975,...) pokazuju da ¢~ varira u zavisnosti od srednjeg napona d,,
odnosno Lode-ovog ugla Q.

Pored toga, pri formiranju modela za opisivanje ponasanja tla, treba
imati u vidu da je tlo vi3efazna sredina. Jedan od najvaznijih principa u meha-
nici tla jeste princip efektivnih napona koji direktno proizilazi iz vide fazne
prirode tla. On se moZe sagledati u syetlu teorije meSavine, u kojoj jedna kom-
ponenta medavine (fluid) nemoZe preuzeti smic¢uce napone.

Sve vrste tla mogu se svrstati u dve grupe; koherentne i nekoherentne
materije. Tipicni predstavnici ovih su gline i peskovi. Postoji dosta zajednic-
kih osobina u ponadanju gline i krupnozrnih materijala. Medjutim, minerologi-
ja gline je veoma razliCita od mineralogije peska (Mitchell 1976) tako da pos-
toje i neke bitne razlike. Zbog toga cemo se u najkrac¢im crtama osvrnuti na te
razlike.

Osnovna razlika izmedju gline i peska jeste njihova vodopropustiji-
vost. Poznato je da je vodopropustljivost srazmerna kvadratu karakteristiéne
dimenzije Zestice, $to ima za posledicu da je propusnost peska veca od propusno-
sti gline 10? puta pa i viSe. Iz ovoga proizilazi da je vreme dreniranja peska
veoma kratko i da je nedreniranc stanje u ovom sluaju veoma retko. Zbog velike
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vodopropusnosti pesak ne poseduje kratkotrajnu nedreniranu CvrstoCu pa je prak-
ti¢no nemoguce uzimati neporemefene uzorke.

Druga veoma bitna razlika izmedju gline i peska je interakcija izme-
dju njihovih estica. Interakcija izmedju Cestica tla krupnoce prasine i vecih
moZe se razmatrati kao €isto mehanitka interakcija. Kod Cestica gline ova in-
terakcija je znatno sloZenija jer se izmedju Cestica javljaju razlicCiti elek-
tro-hemijski procesi,sile koje glini daju koheziju.

Osnovni parametar 11 pokazatelj koji odraZava ponadanje gline pod
opterecenjem jeste pritisak prekonsolidacije. Uzorci sa malim pritiskom prekon-
solidacije (OCR) pokazuje velika smicanja i kompresiju i u njima se generisSu
pozitivni porni pritisci. Kod glina sa velikim OCR ponaSanje je znatno krtije,
formiraju se povrdi klizanja i diskontinuiteta i mogu se generisati negativni
porni pritisci.

Za opisivanje karaktera ponasanja peska potrebno je poznavati njegovu
zbijenost i tekuéi pritisak.

Za opisivanje ponasanja tla u okviru mehanike kontinuuma najéeéég se
koristi nelinearna elastina teorija i elastoplasti¢na teorija. Da bi smo uka-
zali na bitne razlike izmedju ovih teorija posmatrajmo ponaSanje nekog uzorka
za jedan ciklus opterecenja, rasterecenja i ponovnog opterecenja {(s1. 1).

U teoriji nelinerne elastiénosti zavisnost izmedju napona i deforma-
cija je nelinearna (AB). Pri rastereenju uzorak se vraca nazad po 1sto] krivo]
bez histerezisa (BC). Pri ponovnom opterecenju uzorak se ponovo deformiSe na
isti naéin (CDE). Poredjenjem ovakvog ponasanja sa ponadanjem reainog tla moZe
se zakljuéiti da nelinearna teorija elasticnosti nije u stanju da uspedno opise
ponaanje tla.

A6

(a) [ b]
Sile 1

U elasto-plastiénoj teoriji (s1. 1b) pri primarnom opterecenju uzorak se defor-
mise po krivoj AB. Pri rasterecenju primecuje se znatno kruce ponasanje BC. Pri
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rastojanju primecuje se znatno kruce ponasanje BC. Pri ponovnom opterecenju
uzorak se vraca po 1iniji rasteredenja CD da bi nadalje nastavio da se ponasa
po 1iniji primarnog opterecenja DE. Ovakvo ponadanje najviSe odgovara ponasa-
nju realnog tla pa ¢emo zbog toga u buducCe za opisivanje ponasanja tla koristi-
ti elasto-plastiéne modele.

2.2. ELASTICNI MODELI TLA

Kao i kod vecdine gradjevinskih materijala i za tlo se Cesto koriste
elastiéni modeli. Mada se upotrebi ovakvih modela mogu staviti velike zamerke,
oni se u izvesnim slucajevima mogu iskoristiti za uspostavljanje veza izmedju
napona i deformacija. Naime, u prostoru napona postoje obvaojnice (povr3i) popus-
tanja unutar kojih se uzorak tla pona3a elasticno.

Predpostavlja se da u svakoj tacki elasticnog tla postoji jednozona
zavisnost izmedju naponskog i deformacijskog stanja i da Je ta zavisnost Ii?ear-
na. Takodje se predpostavlja da je ovaj proces savremeno ireverzibilan i da je
nezavistan od putanje napona 0dnosno deformacije. Fizic¢ka zavisnost izmedju kon-
ponenata tenzora napona i konponenata tenzora deformacije, poznata pod imenom
generalisani Hukov zakon, moZe se prikazati u sledecem obTiku:

%; =Yg T i Catl)
Komponente Cijkl nazivaju se modulima materijala i u opStem sluCaju one zavise
od osobina materijala i prirode geometrije tela.

Pre nego §to predjemo na prikazivanje ovih jednaCina prikazacemo u
najkrac¢im crtama kako se opisuje stanje napona i deformacija u nekoj taCki tela
na nac¢in kako je to uobiGajeno u mehanici tla.

Naponsko stanje u nekoj tacki najlesle se prikazuje preko pogodno oda-
branih naponskih invarijata Cije veliline ne zayise od promene referentnih osa.

Oktaedarski normalni naponi :gr? i oktaedarski smicuéi naponi T

oct
su invarijante stanja napona i u zavisnosti od glavnih napona mogu se prikazati

na sledeé¢i nacin:

I ; .
Ooct = 3 (01 + 0, t 03) (2.2)

2,1/2
T ., = (o) - 02)2 + (0, - 03)2 | / (2.3)

oct + (o3 - oy)

W —

Veze izmedju oktaedarskih efektivnih i totalnih napona mogu se pri-
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kazati sleded¢im jednaCinama:

Qoct = Toct = y {(2.4)
oct - ‘oct \2.3)
Znagenje ovih velidina prikazanc je na slici 2.
51453
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Da hi se tagno definisao polozaj tacke M potrebno je uvesti i tre-

¢u invarijantu za koju se najteSce usvaja ugao o koji sluZi kao mera rotacije

yektora MM~ od triaksijalne ravni o, = 05,
U specijainom sluaju rotacijone simetrije gde je o, = Oy najcescée

se definidu nove invarijante na sledeéi nain:

o
|

] - e
3 (c] * 263) = %ct
(2.6)

. Zy_ 3 =
(GJ ” 03) ===5 ‘oct

0
n

Na slican nacin mogu se prikazati i invarijante tenzora deformacije.

Pri izhoru ovih inyarijanti treba voditi raZuna da one budu konzistentne sa

invarijantama napona, tako da njihov proizvod bude ekvivalentan radu spoljas-
njih sila.
(2.7)

1
'

£ =
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2 2 2 241/2
Yoct =5 (81 - €2)7 + (g~ €3)" + (55 - &) 1Y (2.9)
odnosno invarijante koje odgovaraju p” i q” su:
€, = 3Eoct (2.10)
U 2.11
€5 o Yoct (2.11)
U specijalnom slucaju kada je &, = €4 OVe invarijante postaju:
€, = (81 + 283) (2.12)
e. = g—(e N (2.13)
S 3 ’

Korii¢enjem napred opisanih invarijanti rad napona po jedinici zgpre-
mine moZe se prikazati na siedeéi nalin:

AW/Y = p~» be, + q’- heg (2.14)

Sa napred uvedenim oznakama veza izmedju tenzora napona i tenzora

deformacije odnosno generalisani Hukov zakon moZe se prikazati u sledecem 0b-
1iku:

-

Konstante K i G imaju jasan mehanicki smisao. Konstanta K predstavija
meru kojom se izotropni materijal suprotstavlja promeni zapremine, dok konstan-
ta G se moZe shvatiti kao mera suprostav]janja izotropnog tela promeni oblika.
1zmedju modula K~ 1 G~ i E” i v postoje jednoznalne veze.

Da bi se &to vernije opisalo ponadanje tla elastiénim modelima naj-
Zedce se pristupa iznalaZenju ekvivalentnih modula tla. Naime u laboratoriji
se izvedu opiti uz primenu takvih tragova napona koji na najbolji moguéi nacin
oponasaju tragove napona koji se oCekuju na terenu. Na osnovu ovako sprovede-
nih opita odrede se ekvivalentni elastiéni moduli tla, koji bi za iste inkre-
mente napona izazvali iste deformacije 1 u elasticnom materijalu i u tlu. Ova-
kya metoda (Lambe 1967) naziva se metoda traga napona.
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Cesto se u praksi za proraCun deformacija izabira sekantni modul [SG
koji odgovara ta&ki na polovini €vrstoce pri Jomu na naponsko deformacijskoj
krivoj. Naravno da ovakav jednostavan inzenjerski pristup problemu sadrii u
sebi niz nedosiednosti.

Bitna karakteristika granularnih materijala je ta da njihovi moduli
zavise od srednjeg efektivnog napona. Ova promena se najceSCe izraZzava preko
modula smicanja. Kod glinenih materijala velicina G'/pd zavisi bitno 1 od ste-
pena prekonsolidacije gline OCR. Ova zavisnost se prema Ladd-eu {1964) moZe
prikazati na slede¢i nacin:

G/p, = (G/p;)

Do o [0+ cIn(OCR)] (2.17)

gde je ¢ - bezdimenzionalna konstanta koja se mora odrediti za svako pojedinac-
no tlo. Nedostatak ovakvog naina je u tome 3to on zahteva poznavanje srednjeg
napona pd koji u najvecem broju sluajeva nije poznat.

Kod peska se za elastilne osobine tla najCeSce primenjuje kontakgna
Hertzian-teorija. Ova teorija se bavi kontaktom dva elasticna tela i pretpos-
tavlja da su deformacije lokalne na mestu kontakta. Modul kompresije peska obic-
no se jzraZava kao:

AT T AN A e ) ':1'_,‘

gde je A - bezdimenzionalna konstanta a n - eksponent reda velicine %-— l i ko-
ji zavisi od oblika zrna. ST

Kada se smifuce sile nanesu na zaobljeno telo u kontaktu dolazi do
malog klizanja na kontaktu 5to ima za posledicu malu disipaciju energije. Tako-
dje redukcija kontaktnog pritiska pri konstantnom smicucem naponu ¢e izazvati
dodatno klizanje.

I u ovom slucaju moZe se zakljufiti da se modul smicanja moZe izrazi-
ti stepenom funkcijom pritiska. Pri ovome svakoj promeni napona odgovara odre-

djena mala disipacija energije tj. ovo predstavlja ne konzervativno ponasanje.

6/p, =8 (B )7 (2.19)
d

Iwasaki (1978) je predloZio sledeci izraz za sradunavanje modula smi-
canja peska

2.17 - e)?

6/p, = 70000 { L (p7p)0"%° (2.20)

U gornjem izrazu figurise koeficijent poroznosti kojim se obuhvata promena
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modula smicanja peska u zavisnosti od njegove zbijenosti.

Primenom linearnih elastiénih konstitutivnih jednalina za tlo, ne
opisuje se dobro pona3anje tla. Osnovni nedostatak sastoji se u tome Sto su
ovi modeli nezavisni od tragova napona. Pomocu njih se ne moZze opisati dilatan-
ciono svojstvo tla (pojam promene zapremine pri Cistom smicanju).

Da bi se bolje opisalo ponadanje tla predlozeni su razli¢iti nelinea-
rni elastiéni modeli. Medjutim, i primena ovakvih modela je ogranifena jer i
oni nisu u stanju da prevazidju mnoge nedostatke koji se javljaju kod Jinearnih
modela.

2.3. HIPOELASTICNI MODELI TLA

Na osnovu predhodnih razmatranja moZe se zaklju€iti da se kompleksno
ponadanje tla ne moZe uspesno opisati linearnim elasti¢nim modelima. Zbog toga
se do%lo na ideju da se izyesna poboljsanja mogu postiéi sako se za male i}kre-
mente napona, naponsko deformacijska kriva aproksimira linearnim segmentima.
Kod ovakvih modela veze se uspostavijaju izmedju inkrementa napona i inkrementa
deformacija tj.

dess = G5

» dok] (2.21}
gde su: Cijk] konstante materijala koje su funkcija stanja napona, 0d velikog
broja predlozenih modela najlesce se primenjuju modeli Duncan and Changa (1979)
i K, G model Naylor (1975).

Teoriju koja €ini osnov hipoelasti¢nih modela razradiii su Trucsdell,
Noll (1965). Kako su kod ovih modela moduli materijala funkcije trenutnog na-
ponskog stanja, njihove deformacije zavise od traga napona $to nije bio slucaj
kod elastiénih materijala.

U narednom tekstu dace se nedto detaljniji prikaz medela Dancan and
Changa (1970). Konder (1963) je uolic da se naponsko deformacijske krive 1z sta-
ndardnih triaksijalnih opita mogu uspedno aproksimirati hiperboliCkim zavisnos-
tima.

S
' Y3 a + be, ‘
gde su a i b konstante materijala koje se odredjuju na osnovu dobijenih rezul-
tata triaksijalnog opita. Najte3ce se za njihovo odredjivanje koristi metoda

najmanjih kvadrata. Ove konstante su u opStem slu¢aju funkcije poprefnog napo-
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Na s1. 3 prikazana je jedna standardna kriva koja se dobija triaksi-
jalnim opitima.

M6
&8 (61-63)a

/ (61-63)f

==
-

//

Ei

S1. 3

Na osnovu jednaine (2.22) dobija se

(6 = 93), = (2.23)

Asimptotska vrednost (o, - GS)a je obi¢no veca od Cvrstoce (01 - 03)f,
pa se zbog toga uvodi korekcijalni faktor ?f tako da Jje:

(o - 03)f = Re - (o - Oé)a (2.25)
Za vedinu tla faktor Rf krece se u granicama od 0,75 - 1,00. Imajuci u vidu

jednaine {2.23), (2.24) i (2.25) Konderova jednalina (2.2) moZe se napisati u
sledecem obliku:

L ———-€,
By (07 = 93)
E. je inicijalni modul i prema Jambu (1963) on se moZe prikazati kao

eksponencijalna funkcija na sledeci nalin:
E. = K« pa « ([ — ) (2.2?)
gde su:

K - modulski broj koji je bez dimenzija i on predstavlja parametar
tla



K-

n - eksponent

Koristeéi Mohr-Coulmbo-ov uslov loma ¢vrstocda materijala moZe se
prikazati u sledecem obliku

2c cos- B + 20j sin ¢

n;_‘] - TE)T, =

o
Loy
™~
o0

] =sin ®

Pri const :j naponu, tangentni modul deformacije dobija se diferenciranjem iz-
raza {2.22)

d{g; - 02)
= 1 3
- — (2.29)
s

odnosno posle izvrienog diferenciranja dobija se

_ a
By = ———3 (2.30)
(a + b€1)

Zamenom predhodnih izraza u jednalinu (2.30) i posle sredjivanja dobija se*ko-
nacno

a5 _ Ralo] = 02)(1 = sind) _,
E, = o = =) fi= L= ° 1 (2

t a - Pa 2¢c cos¢ + 203 sing

™~
.

)
—

Na slian nacin moZe se odrediti i tangentan Poissonov broj. Poprecna dilata-
cija €5 moZe se na osnovu CID-opita prikazati sledecom hiperbolickom zavisnoscu.

€3 =g + f/{1 - g4+d) (2.32)

gde je

Q

31y (2.33)
a

f=G-F log (

ol

Parametri d, G i F takodje se mogu odrediti na osnovu rezultata triaksijalnih
opita. Kako je

vy = - d— (2.34)
€1

to se posle diferenciranja i sredjivanja napred prikazanih izraza dobija slede-
¢1 izraz za tangentnu vrednost Poisson-0vog broja
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"

ya d\ri - 0%) -2 o

3
. = (G - Flog (Q)J-D - IURISLOR.

G- R.lg, = a.
n A2} 3

Kp, ( 53') - =
. a 2¢C cosd + 20351n¢

Ovakav model se Cesto naziva dvoparametarski model jer je za kompletno uspos-
tavljanje veza izmedju stanja napona i stanja deformacije potrebno poznavati sa-
mo dya parametra i to Et i Voo
Cesto se umesto sracunavanja tangentnog Poissono-vog koeficijenta kao
drugi parametar koristi tangentni modul kompresije Kt'
Karakteristiéna zavisnost izmedju srednjeg napona S i zapreminske

deformacije €y prikazana na sl. 4.

1A &m

Kt

Ev

S1. 4

Tangentni modul kompresije ¥, moZe se izraziti na sledeéi nacin:

o]

c ke p e (W
K =ky * 2+ (57) (2.36)

gde su:
kg - broj modula kompresije
m - eksponent modula kompresije.

Zayisnost izmedju promene zapremine (zapreminska dilatacija Ev) i
srednjeg normalnog napona usled konsolidacije moZe se prikazati na sledeci na-
¢in:

- 1-m 5 37

gy = 2 (a) (2.37)

Komhinacijom izraza (2.36) i (2.37) se dobija slede¢i izraz za sraCu-
navanje modulskog broja kompresije
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F\ = 1 f y

g{l=m) - p,’nw
a

W
L
o

o

Ako su nam poznate tangentne vrednosti modula elastiénosti 1 modula
kompresije, tangentna vrednost Poisson-ovog broja moze se odrediti iz sledeceg
izraza

1 Et(111 Eur)

Vo =7 " ___gEE_____ (2.39)

Za rasterecenje se predlaZze sledeCi jzraz za modul deformacije
J

S 2.40
5 (2.40)

a W

Opisani model Duncan Chang-a zbog svoje jednostavnosti nasao je Siro-
ku primenu u MKE. Poredjenjem velikog broja rezultata eksperimenata sa rezulta-
tima proraZuna koriicenjem ovoga modela zakljuceno je da on daje dobre reZuita-
te za vrednosti devijatora 0,6 - 0,70 od vrednosti devijatora pri lomu. NaroCi-
to dobri rezultati se dobijaju ako su tragovi napona u tlu slifni tragovima na-
pona u DIC-opitu.

Medjutim, u nekim sluajevima dobijaju se primenom ovoga modela veo-
ma 1087 rezultati. Na primer ako se radi o materijalima koji imaju izraZena di-
lataciona svojstva kao i u sludajevima tragova napona koji su bitno razlic¢iti
od tragoya napona u CID-optima. Takodje, izvesne se teSkoce javljaju i u nume-
ri¢koj implementaciji ovoga modela jer je kod njega teSko sradunavati neuravno-
tezeno opterecenje kod iterativnih postupaka u MKE.

Zbog svega napred iznetog u novije vreme prediaZe se jzvesna pobolj-
Sanja ovoga modela.

Najée3ce se ugao unutradnjeg trenja ¢ smatra materijalnom konstantom.
Medjutim, veliki broj objavljenih radova pokazuju da ugao trenja zavisi od na-
pona pa ga u tom siu€aju treba posmatrati kao promenljivu stanja. Prema Vesicé
and Claugh (1968) zavisnost promene ugla ¥ od promene napona moZe se jzraziti
na slede¢i nafin:

93
¢ = ¢ -4 -« Tog( o ) (2.41)
a
gde su:
<1J.I - ugao unutraén%eg trenja za vrednost napona
s = 100 kN/m
Ad - jé redukcija ugla smicanja za desetrostruko povecanje napona o.
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Zavisno3cu (2.41) nije obuhvacena promena ugla ¢ za vrednosti napo-
na og < 100 kN/mZ, a $to je veoma Cest sluCaj pri proracunu gectehni¢kih obje-
kata.

Postoje i izrazi kod kojih se predlaZe hiperbolicka zavisnost za pro-
menu ugla trenja od normalnog napona.

Ovakvim izrazima mogu se obuhvatiti i promene ugla unutradnjeg trenja,
i pri malim vrednostima srednjeg normainog napona.

Kao §to je napred reeno predloZenim dvoparametarskim hipoelastiénim
modelom ne moZe se obuhvatiti dilatacijono svojstvo materijala. Kod nekih mate-
rijala na primer zbijeni pesak, dolazi do znatne promene zapremine pri smica-
nju. Zbog toga se predlaZe uvodjenje treCeg parametra, tangentnog dilatacionog
parametra Dt’ kojim se uspostavlja zavisnost izmedju inkrementa promene zapre-
mine i inkrementa smiCuce deformacije

de, =D, « dy (2.42)
=
Na slici 5 prikazani su tipicni dijagrami koji se dobijaju u triak-
sijalnom CID opitu srednje zbijenog peska.

£61-63
4‘81
v
/rEv o
e
L~
/'/
/'/.
o - E1
SilE5

Pri malim smicuéim deformacijama najveci deo promene zapremine nas-
taje usled promene srednjeg normalnog napona (isprekidana 1inija). Razlika iz-
medju pune linije i isprekidane linije predstavlja promenu zapremine koja je
nastala usled smicanja. Vidi se da je u ovom sluCaju promena zapremine izazva-
na smicanjem veoma znaajna 1 da bi njeno zanemarivanje u numerickoj analizi
jzazvalo velike gredke. Naravno da dilatacijono svojstvo nije podjednako izraZe-
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no kod svih materijala. Znatna dilatacijona svojstva pokazuju zbijeni peskovi
rogljastog oblika zrna kao i prekonsolidovane gline.

Vrednosti tangentnog dilatacionog parametra D1 mogu se odrediti na
osnovu rezultata eksperimenta (s1. 5) ili specificiranjem dilatacije kao funk-
cije dilatacionog ugla v, koji se moZe sralunati na osnovu modifikovane Rowe-
ove naponsko dilatacijone teorije.

Na ovaj nacin kompletno naponsko deformacijsko ponaanje materijala
moze se opisati pomocu tri parametra Et’ Vi i Dt’ Detalji oko konkretne prime-
ne ovakvog modela u MKE bice prikazani u poglaviju 4,

2.4, ELASTOPLASTICNI MODELI TLA

2.4.1. Uvod

-

Ponasanje realnog tla moZe se uspesno opisati elastoplastiénim mode-
lima. Medjutim, kako je teorija plastilnosti originalno razvijena za metale
modifikacije i proSirenja moraju se jzvréiti kada se primenjuje kod modeliranja
tla. Do danas je u svetu predloZen veliki broj elastoplasti¢nih modela koji sa
razliZitim uspehom opisuju ponadanje tla.

Naveicemo samo neke od fenomena koje modelima treba obuhvatiti:

- Prilikom svake promene naponskog stanja u tlu dolazi do izvesne
disipacije energije 3to ima za posledicu permanentno nastojanje plastiénih de-
formacija.

- Kako je tlo zrnaste strukture to kod njega moze do¢i do promene za-
premine i pri &istom smicanju.

- U ciklusu rasterecenja opterecenja nastaju plastiine deformacije
znatno pre nego §to se povratimo u prvobitno naponsko stanje.

- Problemi anizotropije kao i anizotropije nastale tokom plasticnog
deformisanja.

- Fenomeni ojacanja i1i slabljenja materijala sa promenom plasticnih
deformacija itd.

Na osnovu velikog broja eksperimenata zakljuteno je da elastiplastic-
ni modeli sa jednom povrii popu$tanja ne mogu uspedno da opidu kompleksno pona-
Sanje tla.

Zato se u novije vreme predlaZe upotreba modela sa dve i vise povrdi
popusanja. Svaka od ovih povrii treba da ima odgovarajucu funkciju plastic¢nog
potencijala. Ove funkcije potrebno je da budu neprekidne i da potrebnog reda
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diferencijabilne i da su konveksne u odnosu na koordinatni poCetak u prostoru
napona. Efekti ojalanja i19 slabljenja mogu se ubaciti u svaku od povrdi Cime
se uspedno mogu modelirati razliciti aspekti ponasanja geolodkog materijala.

Pre nego $to predjemo na opisivanje nekih karakteristi¢nih elastopia-
stiénih modela tla koji su nai3li na $iroku primenu, ukratko cemo opisati osnov-
ne pojmove koji se uvode u matematickoj teoriji plastifnosti 1 dati uops tenl
prikaz formiranja elastoplastignih konstruktivnih jednaina tla.

Povr3 popudtanja (telenja) razdvaja stanje napona koje izaziva samo
elasticne deformacije od stanja napona koje izaziva 1 elastilne 3 plastiine de-
formacije. Drugim retima, kod elastoplastiénih modela predpostavlja se da pos-
toji deo prostora u kome se ponasanje tla moze opisati samo elasticnim zakonima
i ovaj prostor je ogranicen povriinama popustanja, ali ne moze lezati 1zvan nje,
3to znaci da se povrd popudtanja moze shvatiti kao granica moguceg naponskog
stanja. Najle§ce se povrs popustanja definise u prostoru glavnih napona ili pre-
ko invarijanata napona. -

Pored funkcije popuStanja u teoriji plastiénosti uvodi se i funkcija
plastinog potencijala. Pomocu ove funkcije definise se raspodela inkremenata
plastiine deformacije za vreme plasticnog tecenja.

Yeoma je vazno napraviti razliku iznedju termina "Jom" i "popustanje"
koji se obiéno pogresno upotrebljavaju u mehanici tla. Lom se deSava kada uslo-
yi popudtanja dostiZu svoje graniéno stanje. Prema tome, povrs Joma obuhvata
sukcesivne povrsi popudtanja i predstavlja geometrijsku granicu u prostoru na-
pona van koje ne moZe postojati naponsko stanje, niti povrsi popustanja.

Poyrs loma ne mora biti geometrijski s}iéna niti definisana na isti
na¢in kao povrd popudtanja. Ako je naponsko stanje uzorka na granici loma dola-
zi do velikih plastiéninh deformacija i uzorak se moze slomiti 719 nastaviti da
se plastiéno deformife bez elastiZnih deformacija.

Zakonom tedenja usbostavlja se veza izmedju pravca vektora plasticnih
deformacija i funkcije plasticnog potencijala, ObiCno se uvodi princip normal-
nosti koji kaZze da je inkrement plasti¢ne deformacije upravan na pravac plasti-
gnog potencijala, odnosno lezi duz spoljadnje normale na povrs plastiénog poten-
cijala.

Posmatrajmo neki elastoplasticni materijal koji se pod dejstyom spo-
1jasnjih sila nalazi u raynoteznom stanju. Neka je usled promene spoljadnjih
sila doglo do promene naponskeg stanja a zatim usled rasteredenja do ponovnog
yracanja naponskog stanja u prvobitno stanje. Rad spoljasnjih sila (utrosak
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energije koja dolazi od drugih tela) u ciklusu optereCenja rasteredenja je ne
negativan. Ovakav zakljuCak je poznat kao Drucker-oy postulat koii se matema-
ticki moze formulisati na slede¢i nacin:

Cax ) e detP)
(cij Gij) deij >0 (2.43)
dojy + de (B > 0 (2.44)

Da bi uslov (2.44) bio zadovoljen potrebno je da skalarni proizvod
priradtaja napona i vektora priradtaja plastiénih deformacija bude pozitivan.

Ovaj uslov bice zadovoljen samo u sluaju ako je vektor plasticnih
deformacija normalan na povrs plastiénog potencijala odnosno u slu¢aju asoci-
jstvene plastiZnosti na povr3i popustanja. Odavde proizilazi poznati uslov nor-
malnosti u teoriji plastiénosti.

~

delP) = 5 20 (2 45)
1] aoij

U sludaju singularnih tagaka, odnosno tafaka u kojima dolazi do pre-
seka vise povréi ovaj uslov se moie prikazati u sledecem obliku:
ji(P) =

A

1J B “K ac{j

=13

(2.46)

Ukoliko je ponadanje materijala opisano sa vide povrsi popudtanja i
nlastiénin potenciiala onda je telenje asocijativno na svim povrsima gde su
povrii tedenja i plasti¢nog potencijala indenticne.

Zakon ojadanja poredi velifine inkrementa plasti¢nih deformacija sa
veli¢inama inkremenata napona, poSto se stanje napona nalazi na povrdini popu-
stanja.

Zirenje povr3i popudtanja usied akumuliranih plastiénih deformacija
poznato je kao deformacijsko 311 radno ojacanje materijala. Znadi, osobina ma-
terijala da se povr$ popudtanja 3iri sa povecanjem plasti¢nih deformacija nazi-
va se ojatanje materijala. Za materijale sa ojacanjem uslov telenja moZe se na-
pisati u sledecem obliku:

Flor., P), k) =0 (2.47)

Veligina x zavisi od kompletne plasticne deformacije kao 1 od na¢ina
deformisanja materijala. Prema Hilu (1950) kac parametar ojatanja moZe se kori-
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stiti rad plasti¢nog deformisanja po jedinici zapremine u posmatranoj tacki:

t f \ )
= AP - \
W= OJ ;5 "€y dt = J cijdeig) (2.48)

i1i preko ekvivalentne plastilne deformacije

t
ORI R R 249

Zavisnost funkcija F i Q od plasticnog rada ili plasticne deformacije
ukazuje na €injenicu da ponadanje materijala u svakom trenutku zavisi od plasti-
Znih deformacija akumuliranih do tog trenutka. Znaci da materijal “pamti" pred-
hodno opteredenje pomocu date vrednosti tenzora plasticnih deformacija.

Klasifikacija modela plastiZnosti moZe da napravi s obzirom na predlo-
Zene prirode funkcija popudtanja i plastiénog potencijala. B

a) Najjednostavniji slucaj je kada funkcija F i Q ne zavise od plasti-
gne deformacije. Ovaj slu¢aj odgovara idealnoj plasti€nosti bez ojafanja.

b) Ako funkcija F i Q mogu da se izraze kao funkcije od invarijanata
plastiZnih deformacija If (i=1,2,3) i plastifnog rada, u kom sludaju rotacija
materijalnog elementa nema uticaja na konstitutivne relacije, materijal ostaje
uvek izotropan.

Generalno izotropni plastini materijal sa ojacanjem opisan je slede-
¢im funkcijama

F o= Flo. IP W) =0 (2.50)
Q= 0fep. I, W) i=1,2,3 (2.51)

Kod generalnog materijala sa ojacanjem funkcija F i Q menjaju 1 svoj
oblik i veliGinu, dok kod modela sa izotropnim ojacanjem menja se samo velicina

ovih funkcija.
Model sa izotropnim ojacanjem dobija se ukoliko se konstitutivne fun-

kcije izaberu u obliku

F = F(a:.. EP’ HP) = Falois) - Fz(EPa w”) =0 (2.52)
v oy
. P 2 PP

Q= Q(c'lj’ e, W)= Q1(G:J) = Q2(E , W) (2.53)
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Kako funkcija plastiénog potencijala u konstitutivnim jednaCinama
uéestvuje samo preko njenih izvoda po naponima, najCe3ce se usvaja da je funk-
cija Q2 = 0. Sa ovim upro3cenjem konstitutivne funkcije F 1 Q za materijal sa
jzotropnim ojaZanjem svode se na sledeé¢i oblik:

Fyla’) = Fylet, W) = 0 (2.54)

-
I

=y
1]

Q(c") (2.55)

U zavisnosti od funkcije F2 razlikujemo dva tipa materijala sa izo-
tropnim ojadanjem.

- Ako funkc¢ija F2 zavisi samo od Ep za materijal se kaZze da je sa de-~
formacijskim ¢jacdanjem,

- Ako funkcija F2 zayisi samo od WP za materijal se kaze da je sa
radnim ojadanjem.

Napomenimo jo$ da se u teoriji plasti¢nosti koriste i materijali, sa
kinematickim ojacanjem. Ovaj materijal se moZe opisati sledeéim konstituivnim
funkcijama

F=F(lag-ae), W)=0 (2.56)
Q = Q(( - ae’), W) (2.57)

U oyim jedna&inama velicina (a) je parametar koji ne mora biti konsta-
ntan a ima dimenzije napona.

Da bi se &to bolje opisalo ponadanje realnog tla u mehanici tla se
Gesto puta predlazu modeli kod kojih se koristi kombinacija izotro3nog i kine-
matickog ojaanja. Kod ovakvih modela povré popudtanja moZe translatorno da se
pomera u prostoru napona i pri tome da se &iri zavisno od akumuliranih plasti-
¢nih deformacija.

Ako je naponsko stanje takvo da je zadovoljena funkcija F(G{j’ sP

13°
NP) = 0, tada se u zayisnosti od inkrementa napona mogu javiti slede¢i sluca-
Jevi:
F . dgl. < @ rasterecenje
J
BF dai. = 0 neutralno opterecenje
0d. 1]
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-
<+

» dol. > 0 opteredenje

90 . ij =

1J

0sako jednostavne definicije rasterecenja, neutralnog opterecenja
i opterecenja, mogu se primeniti samo u sluaju jednostrukih funkcija popus-
tanja. U slucaju modela sa viSe povrsi popudtanja uvodi se pojam aktiviranja
mehanizama. Ako su svi mehanizmi aktivni to predstavija slucaj totalnog opte-
recenja, i obrnuto ako nijedan od mehanizama nije aktivan imamo sluaj total-
nog rasterecenja. Izmedju ova dva ekstremna slufaja postoje i parcijalna op-
terecdenja kada su samo neki od mehanizama aktivni. Ovakvu teoriju razvio je
Mandel {1965) kod koje usled aktiviranja razli¢itih mehanizama dolazi do spre-
zanja izmedju razli¢itih povr3i popusStanja.

U daljem tekstu bice prikazana generalna matematilka orocedura za
generisanje inkrementalnih elastoplastiénih konstitutivnih jednaCina kod modela
sa visestrukim povriima popuitanja koje se medjusobno presecaju.

Svaka od n- povr3i popudtanja proizvodi inkrement plasticne deforma-
cije €ija suma zajedno sa inkrementom elasticne deformacije Zini inkrement
ukupne (totalne) deformacije. Ovo se matematicki moZe prikazati na sledeCi na-
¢in:

P P P
fde} = {de®} + {de '} + {de 2} +...+ {ec "} (2.58)

Kako je {de} vektor sa 3est komponenata i podto je jedan inkrement
deformacija elastian, maksimalni broj inkremenata plasticne deformacije Je 5.
(1==n 2-5).

‘ Da bi se ovakav model sa n-povrdi popudtanja mogao da primeni u MKE
potrebno je da se uspostavi veza izmedju inkremenata napona i inkrementa total-

nih deformacija na siede¢i naCin:

{do} = [c5F] - {ce} (2.59)

gde je [CEP] elastoplastiéna matrica krutosti materijala.

Ako samo jedna od povrdi popudtanja nije sa asocijativnim uslovom
tecenja matrica [CEP] nije simetricna

Inkrement napona i inkrement elastitne deformacije povezani su elasti-

énom simetriZnom matricom [CE}
fao} = [cF] - {def} (2.60)

Inkrement plastigne deformacije koji postoji na k-toj povr3ii tefenja
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(1 < K< 5) moZe se odrediti na osnovu zakona telenja na slede¢i nalin:

el
K o1

(2.61)

1 3g !

gde je: QK = QK{UfJ} funkcijapg1astiénog potencijala koja odgovara k-toj funk-
K1y =0, A, - su pozitivni multiplikatori koje

ciji popustanja Fy = Fy (g, {e K

treba odrediti.

Osnovni koncept u inkrementnoj proceduri teorije plasticnosti je da
sve funkcije FK koje zadovoljavaju uslov teCenja, ostaju jednake nuli za bilo
koji inkrement napona ili deformacije. Matematicki ovaj uslov se svodi na zah-
tev da je totaini diferencijal funkcije FK = 0 odnosno:

dFy = 0 (K=1,2,...,n) (2.62)

3F 3F
{ 5—5 P {do} + { ; K 1T e} = 0 (2.63
(6] €

Zamenom izraza za {do} iz jednaCine (2.60) dobija se:

o <

{ 4l 17 ek ¢ fdef} o+ ::;T 1T {2e”} = 0 (2.64)
r:Ts) se

Zamenom izraza za {det} iz jednaine 2.58) u jednaginu (2.64) imamo:

P P P aF

(OROT ) (e} - fde M - {de 2 - eenn {e "D ¢ | e }T (0™ = 0
o0 a€
(K=1,2,....1) (2.65)

Unoenjem zakona tecenja (2.61) u jednalinu (2.65) dobija se:

ar aQ 20, 3Q
K\ TrE . - L) L e Me— +
{ - b IC] ({de} = A - -2, - } at 7 h
47 2k 2.66
+ Ayd 7K b o b =0 (2.66)

Nepgznate velitine, Ay (K=1,2,...,n) mogu se dobiti reSavanjem sistema jednaline
(2.66) koje se u matriénoj formi mogu izraziti na sledeci nacin:

[T €f)({de) - [2—°]{A}) + [D]fa} = 0 (2.67)

90
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U ovoj matri¢noj jednaCini uvedene su sledeCe oznake:

oF

-] - je matrica reda 6 x n Cije elemente ¢ine izvodi { =

-n
3~4-

] - je matrica reda 6 x n &ije elemente &ine izvodi { HO‘ }
g

[D] - je dijagonalna matrica reda (n x n) sa &lanovima na dijagonali
K T, 2%,
Ao }

ge 90
{A} - je nepoznati vektor od n - komponenata.

Jednaina (2.67) moZe da se sredi po nepoznatoj {A} tako da postaje:

(CET B8] - phow = [£77 €7 (e} (2.68)
Uvodjenjem oznake:

1 = (27T B 1 - [0] (2.69)
kona¢no odbijamo:

O = 7 [EETT ) foel (2.70)

Kombinovanjem jednaéina (2.58) i (2.60) dobija se:

- r

{do} = [c*1({de} - A} [ 55 ]) (2.71)

UnoZenjem u ovaj izraz vrednosti {A} dobijene jednaline (2.70) dobija se zah-
tevana veza izmedju inkrementa napona i inkremenata totalne deformacije.

1! LT D) el (2.72)

fdo} = ([cF] -

odnosno trazena elastoplasticna matrica krutosti materijala moZe se napisati

u slede¢em obliku:
ey = cB) - 1e81 (871 7t (E7T N (2.73)

MoZe se primetiti da ¢e ova matrica biti simetricna samo u sludaju kada je
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r 9F 1
L 39 J
genja. Ukoliko je matrica |D| = 0, materijal je bez ojacanja pa elastoplastiC-

= [-E%'] a to &ini uslov asocijativne plasticnosti na svim povrSima te-

na matrica postaje singularna. Ovo fizicki znali da totaini inkrement deforma-
cije moZe postojati i bez bilo kakve promene napona, odnosno plasti¢no tece-
nje se desava pri konstantnom naponskom stanju. Ukolike svih n-povrii popud-
tanja nisu istovremeno aktivne tada sve velifine A, neCe biti pozitivne. Sa
promenom broja aktivnih povr3i popuStanja menjaju ge i dimenzije matrica |L|,

%g J1L %% ] a $to ima za posledicu i znatnu promenu elastoplasticne matri-
ce krutosti materijala.

2.4.2. Mohr-Coulomb-ov model

Polazeci od &injenice da lom u tlu nastaje kada napon smicanja u od-
redjenoj ravni dostigne neku kriti¢nu vrednost Coulomb je 1773 ovo izraziomdob-
ro poznatom jednacinom

T=¢c+0tgn (2.74)

Kasnije je Mohr ovaj isti zakon izrazio u funkciji od glavnih napona 7, i ’3

na slede¢i nacéin:
F=loy - o3| - (c1 + 03) sin h -~ 2¢c cos ¢ =0 (2.75)

Jedna&ina.(2.74) moze se u funkciji glavnih napona prikazati preko 6 relacija

sledeceg oblika:

g; < am+ b (a; > Oj) (2.76)

(i,3=1,2,3)

gde su uyvedene sledece oznake:

0 = 1+ sin ¢ b = 2¢c cos & (2.77a,b)
1 - sin ¢ 1 - sin ¢
Praveéi sve kombinacije glavnih napona g, G i a5 moZze se pokazatl da jednaci-
ne (2.75) odnosno (2.76) predstavljaju jednu nepravilnu Sestostranu piramidu
u orostoru napona duz hidrostaticke ose, Prema Zienkiewicz-u (1974) povrs po-
pudtanja Mohr-Conlomb-a moze se na pogodan nacin prikazati u sledeéem obliku:
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F = S sin ¢ + (cos 6 - 5152:5199 } /'Z:E -¢ccos d=0 (2.78)
v 3 -
gde su uvedene sledeCe oznake:

__1_ _1( + i / =\
Oy =3 944 = 3 (09 * 05 *+ 03) (2}
%5 " %3 T %4 %m (b)
JZD = é Sij Sij (c) (2.79)

: 3./ 3 ds;

g =—arc sin ( - —————77§3 Y (d)

2] »
J3g = 3 Sij Sjk Ski = det Sij (e}

Poito je povrs popudtanja funkcija samo napona a ne i plasti¢nih deformac1ja,
ovakav model moZe se uvrstiti u grupu idealnih elasto-plasti¢nih modela. Sve
dok su naponi unutar piramide materijal se ponasa elasticno. Kada je naponsko
stanje takvo da leZi na povr3i popuitanja materijal poprima samo plastiine de-
formacije.

Na slici 6 prikazan je presek Mohr-Coulomb-ovog uslova popustanja

sa T ravni.

S1. 6

Jednacina (2.76) u opdtem sluaju moze se prikazati u sledecem obliku:

F = f(gm) + h{R/g{8)) = Q (2.80)



47.

Za Oy = const dobija se veza izmedju R i 8 odnosno
R = R(8) (2.81)

§to predstavlja presek povrdi popuStanja i w - ravni. Za siucaj Monr-Coulomb-
ovog uslova popudtanja funkcija g(8) je sledeCeg oblika:

v . m . |
€0s = = sin = sin ¢ —
6 6 75

cos 6 - sin © sin ¢ t

g(6) (2.82)

Za vrednosti © = % 300 javljaju se singulariteti u povr$i popustanja. Ovi sin-
gulariteti Zine velike tedkoce kod numerilke primene ovoga modela. Da bi se
ovo prevazi§lo obiZno se vrii zaobljenje uglova piramide za vrednosti 6 blis-
ke 30°. Postoji veliki broj predloga kakoc se ovo moZe uraditi, navescemo je-
dan od njih. Prema Gudehus-u (1973) funkcija g(8) moze se prikazati u s1eéeéem

obTiku:

s (2 B3

(1 +R) - (1K) sin 36

gde je uvedena sledeca oznaka

p-.3-sng (2.84)
3+ sin ¢

Za vrednosti ugla 8 = % 30° funkcija g(8) ima sledece vrednosti

30%) =1
g(307) (a) (2.85)

g(-30%) = « (b)

ito znaZi da se oye vrednosti poklapaju sa uglovima piramide.
Da bi se &to bolje opisalo dilataciono svojstvo materijala obilno se
predlaze da se funkcija plasticnog potencijala usvoji u sledecem obliku:

Q = cmsin Py + (cos & - sin 6

3

SIN Wy - ¢ocos (2.86)

gde se vrednost ugla P krece u sledecim granicama

0<yv<d (2.87)
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Ovako predloZeni modei spada u grupu ne-asocijativnih modela. Iz napred izlo-
senog moZe se zakljuéiti da se ovako jednostavnim modelom kod koga povrs popu-
$tanja nije funkcija plastiénih deformacija veC ostaje fiksna u prostoru napo-
na, ne mogu uspedno obuhvatiti fenomeni ponaanja realnog tla. I pored napred
navedenih nedostataka ovaj model je nai3ao na veoma $iroku primenu kod reSavanja
velikog broja geotehnikih problema.

2.4.3. Drucker-Prager-ov model

Naveicemo samo u najkracim crtama neke osnovne karakteristike ovoga
modela, koji je nastao kao upro3cenje Mohr-Coulomb-ovog modela. U prostoru
glavnih napona povrii popudtanja ovoga modela predstavija konus sa hidrostatic-
kom osom.

Jediniéna povréi popuitanja moZe se prikazati na slede¢i nacin:®

F=30g + g-K=0 (2.88)
¥rh konusa nalazi se u tacki

Oy = 0y = 03 = Op = oo (2.89)
Za razliGite vrednosti ugla 6 mogu se dobiti razli¢iti preseci konusa i Mohr-

Coulomb-ove piramide. Na primer za Q = 30" dobijamo konus koji obuhvata pira-

midu i parametri a i « imaju sledece vrednosti:

. __2 sin ¢ (a)
y 3 (3 - sin ¢) (2.90)
— -.—6(: cos ¢ (b)
vy 3 (3 - sin ¢)
Za & = - 30° dobija se:
__sin ¢ - (a)
(9 + 3 sin” ¢) (2.91)
o 3¢ cos ¥ (b)

(9 + 3 s1'n2 ¢)1/2
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Jasno je da se ovim modelom dosta grubo opisuje ponaSanje realnog
tla, mada se i on zbog svoje jednostavnosti {esto koristi.

2.4.3. Cam-Clay model

Kao 3to je u uvodnom delu relenc Sezdesete godine ovoga veka predstav-
1jaju veoma buran period u ispitivanju i teoriskom razumevanju ponalanja tla.

NaroZito plodotvoran rad razvijao je se u V. Britaniji na Combridge-
skom univerzitetu. Profesor K.H. Roscoe sa svojim saradnicima i uCesnicima jJe
dao predlog prvog notpuno konzistentnog modela za opisivanje naponsko deforma-
cijskog ponasanja mekih glina. Ovi radovi su zasnovani kako na teoriskom radu,
tako i na velikom broju veoma kvalitetno izvedenih eksperimenata. Do danas je
na ovom konceptu "mehanike tla kritiénih stanja", uradjeno mnogo, i predloZeno
je yise modela koji su u stanju da veoma kvalitetno opiSu ponalanje mekihxgli-
na pri razli¢itim putanjama napona.

U ovom radu dace se kratak opis modela kao i prikaz kako se predloze-
ni model moZe u kontestu teorije plasticnosti prikazati u formi pogodnoj za
primenu u MKE.

Stanje uzorka moZe se definisati kao taCka u prostoru p”, q° i e.

Gde su uvedene sledece oznake:

. 1 ;
- 2
q=5=[% (0 - 0%+ 2 (0, - )%+ 3 (05 - ]"V? (2.93)
I sluéaju triaksijalnog stanja napona ove velifine postaju
e Y
p I = 3 (o + 243) (2.94)
q =0y - 03 (2.95)

Ako se u predloZenom prostoru nacrtaju stanja uzorka koja se dobija-
ju u triaksijalnom aparatu na uzorcima normalno konsolidovane gline, dobija se
povrd koja se naziva "graniéna povr$ stanja“. Za dati uzorak ova povr3 razdva-
ja stanja uzorka koja se moguca od onih koja to nisu. Na s1. 7. prikazana je
jedna ovakva povr3 za uzorak meke gline.

Za q = 0 dobija se dobro poznata Terzagh-Jeva jednaCina izotropne

konsolidacije:
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e=e - A lup’ (2.96)

Syaka tacka koja lezi na Viniji AC predstavlja stanje normalnc konsolidovanog

1

dvp

s1. 7

uzorka. Tacka blize koordinatnom pocetku predstavlja stanje prekonsolidovanog
uzorka, dok stanje dalje od linije AC za uzorak nije moguée. Ako se uzorak iz-
Jozi raynomerno smicanju on dostize Kkritiéno stanje pri kome on nastavlja da
se dalje deformi3e bez promene efektivnih napona. Uslovi kriti€nog stanja
prikazani su na slici 7 linijom EF. Projekcija ove krive na ravan b, g moze

se opisati jednacinom

(29 G7\
\Cavd ]

Projekcijom ove krive na ravan (e, Tnp”) dobija se kriva koja je paralelna 11-

niji izotropne konsolidacije.
e=T-X1np"
Veli¢ina T predstavija kriticni koeficijent poroznosi kada je p~ = 1,

Povrs graniénog stanja moZe se na pogodan nadin normalizovanjem pri-
kazati kao jedinstvena linija u sistemu (p/pe, q/pe). Jedna krajnja tacCka ove
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krive predstavija krivu izotropne konsolidacije a druga krajnja taCka liniju
kriti¢nog stanja.

Parametar p_ predstavlja vrednost pritiska o~ na liniji izotropne
konsolidacije za bilo koju vrednost koeficijenta poroznosti e.

Iz jednatine (2.96) dobija se:

el-e
Pe = &Xp { —— ) (2.99)

Za opisivanje deformacije tla usvajaju se sledeCe veliCine:

dv = 7— = -~ —— = de, + de, + de, (2.100)

' 1-;:: ! A

2
de = deq - = dv = § (dey - deg) (2.101)

Posmatrajmo uzorak normalno konsolidovane gline koji je postigao rav-
notezu pod izotropnim naponom u tacki A, Py- Smanjenjem pritiska stanje uzBrka
¢e se menjati i odgovarati tackama duz linije bubrenja AR. Ponovnim povecanjem
pritiska stanje uzorka se vra¢a po liniji RA do tacke A i nadalje po 1iniji AC.
Znaci tacka A je graniéna tacka a linija AC predstavlja oCvr3cavajucu naponsko
deformacijsku krivu. U prostoru (e, 1np”) kriva bubrenja AR moZe se opisati
sledec¢om jednacinom

e=e, -K Tu p
Da bi se ukljugio uticaj devijatora napona (q) posmatrajmo uzorak koji se nala-
zi u poletnom stanju tacka B na liniji bubrenja ABR. Sve dakle stanje uzorka
odgovara tackama koje su ispod povrsi granickog stanja, deformacija koje nas-
taju usled promene q su elastiéne. Roscoe-uvodi sledece predpostavke:

1) Predpostavlija se da je elasticna povrdina {zid) vertikalna, od-
nosno granié¢na elastiéna linija (AF) leZi tacCno iznad linije bubrenja (ABR).
2) Ne postoji povratna energija koja odgovara smicanju odnosno
de’ = 0. Dosledno, ukoliko je stanje zorka unutar elastiénog zida tada nastaju

samo zapreminske povratne deformacije:
dv = dv® de = de" 20 . (2.103 a,b)

Na osnovu predhodnog za oredjivanje elasticnih deformacija mogu se
izvesti sledece jednaline:
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: go,
de® = -k (Inp) = - k o= -k (2.104)
p o
e do ~
o= o€ 7 (2.105)
1+e0 1+eO m
do;
Ako se tangentni modul kompresije definise kao Kb = — i kombina-
cijom sa K, = E/3(1-2v) dobija se: &
30,
E=—(1+e,)(1 - 2v) (2.106)
K

Ako se na odredjen naiin odabere pogodno tangentna vrednost Poisson-
ovog koeficijenta, tangentni Young-ov model E moZe se dobiti u funkciji sred-
njeg normalnog napona o i parametra k pomodu izraza (2.106).

Predpostavka (2) da ne postoje povratne deformacije smicanja odgovara
predpostavci da je v = - 1. Ovakva predpostavka je veoma diskutabilna. Takodje
vrednost Poisson-ovog koeficijenta v = -1 stvara probleme u numerickoj analizi.
Medjutim, kako su elastine deformacije tla obilno male u poredjenju sa total-
nim deformacijama u tlu, svaka vrednost Poisson-ovog koeficijenta u okviru
-1 < v < 0,50 moZe se usvojiti sa relativno malom gresSkom.

Posmatrajmo sada uzorak tla koji je u stanju koje odgovara tacki na
graniénoj povriini, kao na primer taCka X koja lezi na graniénoj elasticnoj 11-
niji AF. Ako se na uzorak nanese inkrement napona (dp~, dq) tako da Jje rezul-
tanta ovoga napona usmerena van povrsi, uzorak ¢e poprimiti nepovratne deforma-
cije.

¢ obzirom na Drucker-ov postulat (uslov normalnosti), vektor plasti-
¢nih deformacija (dvp, deP) bice normalan na liniju A'F" u racki X . Dosledno,
za idealno elastoplastiénu vlaZnu glinu uslov normalnosti daje:

de dq
= - { Vuroeer = =W (2.107)
af dap” " F

Velic¢ina ¢ je funkcija samo n = q/p”, a ne zavisi od inkrementa napona. Ako se

izyrZe naznacena diferenciranja u jednagini (2.107) dobija se sledefa diferen-

cijalna jednaina granicne povr$i stanja.

dp”, dn__ g (2.108)
p y +n

odnosno, posle izvriene integracije dobija se sledec¢a jednacina.
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Tnp™ + f = Tno, (2.109)
o’ ¥+

Veli€ina p - odgovara pritisku gde elastiCna grani¢na linija sece liniju izo-
tropne kon§o1idacije.

Posle nanetog inkrementa napona dp”, dq (odnosno dp~, dn) uzorak ce
poprimiti totalne deformacije i zauzece ravnoteZu u nekoj tacki Y. ElstiZna
granicéna linija koja prolazi kroz tacku Y je A2F2 i njoJ odgovara druga vred-
nost pritiska Pgs Py * dpo.

Jednag¢ina (2.108) sada se moZe napisati u sledeCem obliku

dpd dp” dn

P P° ¥t

=0 (2.110)

Gde dp0 predstavlja meru rastojanja izmedju elastiénih zidova kroz taCke X i
Y. Ovo se poklapa sa bazinom predpostavkom Cambridge-ske teorije koja kaze:
"Kada se stanje uzorka menja iz bilo koje tacke na elasticnom zidu A1F1R1 u bi-
1o koju tacku na zidu AZFZRZ’ plastiéna komponenta promene koeficijenta poroz-
nosti je uvek ista. Prema tome, intenzitet ove promene moZe se dobiti razmatra-
njem ¢iste izotropne konsolidacije pri promeni od tacke A] do tacCke AZ‘

dp

de = - ( —2) (2.111)
Po

dp ”
Kako je de® = - K { 5T9 ) dobija se:
0
o dp_
deP = de - de® = - () -x) 5 (2.112)
o]

Kombijacijom jednaéina (2.110) i (2.112) dobija se:

deP = = (& - ) ("HE . 00 (2.113)
p” ¥+
odnosno 0
dyP = - de _A-K ( dp ot —QEL—-j (2.114)

1 +e 1 +e P P+ n

=|a

Posto je av© = Ti“ ~  totalna zapreminska defoymacija postaje:

a

] (2.115)

dv o= dv® s P s S [k (1 - 5
t+e P Y+
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Uzimajuéi u obzir uslov normalni, za totalnu deformaciju smicanja dobija se

sledec¢i izraz:

_Aa=K dp ° dn 1
de = — [ EE- + kA, ] 7 (2.116)

Jednaine (2.115) i (2.116) mogu se iskoristiti za sralunavanje zapreminskih

i smi¢uéih deformacija usled inkrementa napona dp~, dn na element tla u pocet-
nom stanju p”, g9, € na grani¢noj povrdi stanja. Parametar ¥ moZe se na pogodan
nadin izraziti u funkciji n. Roscoe (1965) je predlozio jednu relaciju izmedju
y 1 n iz razmatranja unutrasnjeg rada, na osnovu kojih je on dobio naponsko-
deformacijske veze koje je kasnije nazvao Cam-Clay.

Kada se na element tla, koji je predhodno u stanju ravnoteZe pod efe-
ktivnim naponima (p~ i q), nanese inkrement napona (dp~, dq} on Ce poprimiti
inkrement deformacija (dv, de). Ukupna energija po jedinici zapremine koja se
predaje skeletu tla preko njegove povriine bice %

dE = p” dv + q de (2.117)

Ova energija se moZe rastaviti na dva dela, deo dU koji je smeSten unutar ske-
leta tla i koji je povratan i deo dW koji Jje utroSen, nepovratan.

- = e
du =p” dvi +q de (2.118 a,b)
dw=p° dvP +q de°

Kombinujuci izraz (2.118) i (2.119), moZe se dobiti izraz kojim se

uspostavlja veza izmedju n 1 ¥.

1 dﬁ - 1 (2.120)
p dv -1

Ukoliko se ovaj izraz zameni u osnovne jednaé¢ine Cambridge-teorije dobijaju
se sledece jednadine kojim se opisuje Cam-Clay model:

i+e M

dv

I
~—

(2.121 a,b)

de = A° K ¢gp dn+ Mdp~ ]
1 +e M; (M-n)

Na slican nacin mogu se dobiti i jednadine graniZnih elasticnih linija, odnosno
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granicne povr3i stanja.

>
n=M-1u-2
Pl (2.122,a,b)
M . Pa
n-= .« g —

! - o

>4 N

U zavisnosti od dobijenih eksperimentalnih razultata mogu se usvojiti razlici-
ti izrazi za utrodeni rad. Jedan od njih moZe se prikazati u sledecem obliku:

dW = //;va)z +Mede )8 - p” (.123)

Na slican naéin kao i u predhodnom slufaju za vezu izmedju y i n dobija se sle-
ded¢a jednalina:

1 _d 2
T = s — 1 (2.124)

dvP  M° -

Zamenom jednaCine (2.124) u osnovne jednacine Cambridge, dobijaju se konstitu-
tivne jednaGine "modifikovanog Cam-Clay" modela:

CWP - -x '[ = | + ap ]
t+¢ M~ + 1 p
dv = 2 [(x= k) #Tﬂlﬁlﬁ + A gp” ] (2.125%a,b,c)
1+e M* +n P’
P -k 2 2ndn . dp” -
de = de' = E 7 [ — U 75 - -g— J

2
1+¢ M~ - n M=+ n p

Graniéne elastiéne linije postaju:

p- _ M (2.126)
Py M+

. 2 s
Pl _Z_N_ET y -5 (2.127)
PS M® + n°

Jednadinama (2.121a) (2.121b) odnosno (2.125a) (2.125b) mogu se sraCunati in-
krementi deformacija za uzorke koji se nalaze na grani¢noj povrsi stanja, kada

se na njih nanesu inkrementi napona.
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Medjutim, u MKE potrebno je odrediti naponsko stanje u elementu kada
su nam poznati inkrementi deformacija kao i uspostavi elasto-plasti¢énu matricu
krutosti tla. Zahtevani izrazi mogu se dobiti koriscenjem asocijativne teorije
plastic¢nosti. Pogodno je parametar ojatanja definisati na slican nadin:

h=e -e (2.128)

U prostoru (p‘,q,e-ee) Rosccoe-ov elasticéni zid postaje upravan na

osu (e—ee), kako je prikazano na sl. 8.

e-eé
AqQ a8
P :
P
/

Uzimajuéi u obzir jednadine (2.96) 1 (2.128) parametar ojacanja h
postaje
h=e - (e-e%)=e -e-klul (2.129)

¥
! 1
|

U slugaju asocijativne plasticnosti povrs popuitanja je opisana is-

tom jednadinom kao i funkcija plastiénog potencijala.

. g) = (2.130)
F(om, g) =h [
Za Cam-Caly model i modifikovani Cam-Clay model povrs$i graniinog sta-

nja respektivno postaju:

- Kk)(nP—+D ) =n

p{ M

(2.131)
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(- T [ B (e D] =k (2.132)

Komponente plasticnih deformacija mogu se sralunati iz uslova tele-
nja

P = aF
geS ; ® A =— (2.133)
to se u matriénoj formi moZe izraziti kao:
{de}? = X « {a} (2.134)

gde su uvedene sledele oznake:

15} - <€X’ Eys EZ: nys szs sz> L
N (2.135a,b)
N . aF  BF aF oF . of oF . ofF
Box aoy Bcz arzy aryz BTZX BTXZ
oF oF T
+ — 4+ >
amxy 3Tyx

Inkrement elastiénih deformacija sradunava se koriScenjem elastiine matrice

krutosti
(de®y = [¢F177 + (o} (2.136)

gde su elementi matrice C~ dzraZzeni u funkciji «, sﬁ i v. Sabiranjem Jjedna-
¢ina (2.134) i (2.136) dobija se inkrement totalne deformacije:

{de} = {de®) + {deP} = [CE]-1 + {do} + Aa} (2.137)

Diferenciranjem jednaéine (2.130) dobija se

dF = dh (2.138)
d . .. . .
odnosno uvodjenjem parametra A = :h ova jednacdina dobija oblik
A
dF - M =0 (2.139)

Kombinacijom jedna&ina (2.137) i (2.139) dobija se fundamentalni sistem jedna-
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¢ina asocijativnih problema plastiénosti.
. . .
{de} |c=] {a} {do}

A ) (2.140)
l 0 J {a}T A A ‘

Ako se iz ovog sistema jednaCina eliminise nepoznati parametar % dobija se ek-
splicitni izraz za sracunavanje inkrementa napona akoe su poznati inkrementi
deformacija.

{do} = ([CE] —‘% {d} {d}T) {de} (2.141)
gde su uvedene sledece oznake:

td) = [¢¥] {a)
(2.142a,b)
8 =A+ {a} {d)

1z jedna&ina (2.140) jasno je da se razliCiti zakoni plasticnog tefenja razii-
kuju samo u formi velilina A i {a} koje zavise od izabranih povr3i popustanja.
Za odredjene povrdi popudtanja mogu se dobiti eksplicitni izrazi za sralunava-
nje elemenata fal i A.

Tako za Cam-Clay model se dobijaju sledece jednacine:

B, = =l | - : - Eém (o = gz )] =x,¥.2
i
3 Ak 3o i=xy,yz,zX (143a,b,c)
1 = -';.1 1
"h 4
As-(1re){ =200 -2)
a M

Y sluéaju modifikovanog Cam-Clay modela ove jednaline postaju:

2
- (M2-n -9)a_ +90,

a, = [ 1=X,¥,2
m
el = 2.144a,b
o — L—Z'_Z_] 1=YZ,ZX,XY ( e a, :C)
% Grn(M 0

CAsk

m M= +n
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Na ovaj naéin dobijeni su svi potrebni izrazi za sralunavanje inkrementa napo-
na iz inkrementa poznatih totalnih deformacija.

Prediozeni modeli Cam-Clay i modifikovani Cam-Clay u kontestu teorije
plastiénosti mogu se svrstati u asocijativne modele za izotropnim ojacanjem.

Za opisivanje ovih modela potreban je relativno mali broj parametara (A, k, M)
koji se mogu dobiti iz standardnih triaksijalnih opita. Parametar, A se moze
odrediti sa znatno vecom ta&noiéu nego parametar x. Ovim se modelima moZe znat-
no bolje obuhvatiti rasteredenje uzorka. Na osnovu brojnih eksperimenata zaklju-
Ceno je da se ovim modelima talnije predvidjaju deformacije uzorka pri velikim
yrednostima devijatora napona. Tako su ovi modeli prevashodnoc namenjeni za opi-
sivanje ponasanja mekih glina, oni se €esto mogu uspedno primeniti i za opisi-
vanje ponadanja tvrdih glina 1 peskova.

Naravno, ovi modeli sadrie i neke nedostatke. Na primer iz jednalina
kojima su oni opisani, vidi se da je zanemaren uticaj tre€e invarijante napona,
Sto znaci da se jednalina svake povrdi popustanja, kada se opisuje u prostoru
glavnih napona dobija rotiranjem granilne elasticne linije oko prostorne d;jago-
nale.

Takodje je na osnovu velikog broja kvalitetno izvedenih eksperimenata
zakljuceno, da koncept elasticnog graninog zida daje znatno bolje aproksimaci-
je za proracun zapreminskih deformacija, dok se njime ne mogu obuhvatiti znacaj-
ne distorzione deformacije koje se javljaju pre dostizanja granicne povrsi sta-
nja. Na usavrdavanju ovih modela jo3 uvek u svetu radi veliki broj naucnika.

2.4.5. Model sa kapom

Kao $to je napred reeno, kompleksno ponadanje razli¢itih geoloskih
materijala najuspednije se moze opisati koridcenjem inkrementalne teorije plas-
ti&nosti. Pri ovome, podjednako je vaino obuhvatiti smi
sti¢ne deformacije. Ovo se moZe postic¢i samo uvodjenjem modela sa vise povrdi
popudtanja koje se medjusobno presecaju. Iz ovoga je proistekla ideja za uvo-
djenjem modela sa kapom. Drucker, Prager & Henceh (1955). Osnovna ideja ovih
modela je, da se pored povrsi popudtanja koje definidu naponsko stanje pri ko-
me dolazi do loma usled napona smicanja, uvede jo3 jedna povrs popudtanja (ka-
pa) koja zavisi od plasticnih zapreminskih deformacija. Ova povrd se iri u

guée 1 zapreminske pla-

prostoru napona ¢ime se postiZe ojacanje materijala u funkciji plasticnih za-
preminskih deformacija.

U grupu ovih modela mogu se ubrojati i modeli plastidnosti koji se
baziraju na mehanici tla kritiénih stanja od kojih su Cam-Clay i modifikovani
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Cam-Clay model ve¢ opisani u predhodnom poglavlju.

Postoji veliki broj modela koji se mogu svrstati u ovu grupu Di Mz-
ggio (1971), Sandler (1976), Baladi (1979). U ovome radu bice detaljnije opi-
san “Cap model" (koji su predlozili Di Maggio & Sandler (1971}.

Na slici 9. 3ematski su prikazane funkcije popuStanja modela sa ka-

pom.

S1. 9

Funkcija popudtanja koja Je najée$ce 1 obvojnica loma FF prikazuje

se u sledecem obliku:

'—rnl _.'1'. W .:;:’ - l"' .2“ -0 - 8J1 - 1‘;‘-:“.‘ (2.145)
gde su uvedene sledece oznake:
J = U.: + 0, T O?
(2.146a,b)
- 2 e - 02k (on - 612
op =g [log = ap)" + (o5 - 93)" + (03 - 0)" ]

i predstavljaju prvu invarijantu tenzora napona i drugu invarijantu devijator-
skog dela tenzora napona respektovano, dok su a, 8, 8 i y parametri materijala
koje treba odrediti. Povr3 loma usvojena u obliku {(2.145) sastoji se iz dve
Drucker-Prager-ove povrsi koje su medjusobno spojene jednom prelaznom povrsii,
Ovakva povrs ne zavisi od tre€e invarijante tenzora napona. Ona je konveksna
prema hidrostati¢koj osi §to je neophodan uslov za uspe3no opisivanje geolos-
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kih materijala.
Druga povrd popudtanja "kapa" usvaja se u obliku
2

Ftdhy /Opp, €0) = RE0,0 + (9, - )2 - r%? = 0 (2.147)

2

koja u prostoru (Jj, v JZD) predstavija elipsu sa polu osama Rb i b respektiv-
no. Parametar materijala R najce3ce se usvaja kao constanta i on predstavlja
faktor oblika elipse, odnosno odnos izmedju njenih osa.
Zakon ojadanja materijala opisuje se sledecom jednacinom
eP
X=-liu(-2)+1z (2.148)
D W

Velic¢ine u ovom izrazu imaju sledece znalenje
X - je veliina J, u preseku kape sa hidrostatickom osom

EP‘ je totalna zapreminska plasticna deformacija koja odgovara v&li-
ini X.

D, Wi Z su parametri materijala koji opisuju ojalavajuce ponasanje
kape.

Veli¢ina W karakterise maksimalnu zapreminsku plasticnu deformaciju,
odnosno deformaciju koja svodi poroznost materijala na veliginu blizu nuli.

Parametar D karakteriSe brzinu promene zapreminske plastiine deforma-
cije. Veli¢ina Z karakterise inicijalno pokretanje plastiCnih zapreminskih de-
formacija u uslovima hidrostatickog opterecenja.

U zayisnosti od naponskog stanja i predhodnih zapreminskih plastic-
nih deformacija postoje 3 razligita nacina ponasanja ovog modela.

Elastiéno ponadanje modela je onda kada se naponska tacka nalazi unu-
tar anvelope loma i ojafavajuce kape. Promene napona proizvode prirastaje de-
formacija koje su u potpunosti povratne. Mogu se razmatrati razliéiti sluCaje-
yi nelinearnog elasti¢nog ponasanja. Moduli kompresije i smicanja mogu se us-

vojiti u obliku:

=~
]

K3y ©) (2.149)

G( V Jdop» K) (2.150)

o)
1

U elastiénom reZimu pona3anja, ne dolazi do sprezanja zapreminskih i smic¢ucih
deformacija, tako da Cisto zapreminske deformacije ne jzazivaju devijatorske
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napone, 0dnosno promene devijatorskih komponenata deformacije ne izazivaju
promene hidrostatickih komponenata tenzora napona.

Ako se naponska ta&ka nalazi na povr$i loma, usled neutralne varija-
cije napona dolazi do pojave plasticnih deformacija. Kako je prikazano na sli-
ci 10, asocijativni zakon telenja zahteva da vektor inkrementa plastic¢nih de-
formacija bude usvojen u pravcu spoljasnje normale na povrs popudtanja.

A J2D Ep

DILATACIJA

KAPA SE POMERA
UNAZAD

)

S1. 10

Poito je povrs loma konveksna, vektor inkrementa plastiéne deforma-
cije sastoji se iz devijatorske i11 smicuce komponente { zapreminske 11 dila-
tacione komponente. Zbog povecanja zapremine usied dilatacione komponente vek-
tora plasti¢ne deformacije dolazi do pomeranja kape unazad.

Kada se naponska tacka nalazi na povr3i popudtanja "kapi", usled in-
krementa napona dolazi do pojave inkrementa plastiZnih deformacija. Prema
Drucker-ovom postupku ovaj inkrement plastiénih deformacija je upravan na kapu

kako je to prikazano na sl. 11.

4V320

€p

—S\KRETANJE KAPE

Ji

s1. 1
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Kretanje kape napolje definisano je zakonom ojacanje jednalina
(2.148), odnosno zavisno je od istorije plasti¢nih deformacija.

Vektor inkrementa plastine deformacija sadrzi komponentu nepovratne
promene zapremine, odnosno dolazi do zbijanja 5to je karakteristicno za vecinu
geolodkih materijala. Usled ovog zbijanja kapa se pomera udesno, 1 povecava se
opseg elasticinog zida.

Kod ovakvih modela, ogranienje napona zatezanja moZe imati razlili-
te forme. Najednostavnije se moZe postaviti sledeci uslov

e T (2.151)

gde je T maksimalno dozboljeno hidrostatiCko zatezanje. Cesto se pri niskim na-
ponima uvodi pojam male kape, €iji je centar u koordinatnom pocetku. Prelazna
tacka je dostignuta kada je ova kapa dovoljno velika da dodiruje povrs Toma.

Na osnovu do sada refenog moZe se zaklju¢iti da opisani model sa ka-
pom spada u grupu modela plastiCnosti sa dve povrdi popudtanja. Jedna povrg je
fiksirana u naponskom prostoru, dok se druga povr$s (kapa), kreCe u zavisnosti
od promene zapreminskih plastiénih deformacija. InacCe za obe povr$i usvojen Je
asocijativni zakon tecenja. Ovim modelom se moZe uspesno opisati mehanilko ponasa-
nje pri niskim i visokim naponima. Za kompletno opisivanje modela potrebno je
poznavati 10 parametara materijala 1 svi se oni mogu uspesno odrediti na osno-
yu rezultata laboratorijskih opita 11 opita na terenu. Za odredjivanje ovib
parametara razvijeni su posebni algoritmi, Nedostatak ovakvog modela je taj
gto on ne uzima u obzir uticaj trece invarijante tenzora napona. Kod nekih slo-
senijih modela sa kapom ovaj uticaj trece invarijante tenzora napona se ne za-

menjuje.

2.4.6. Ladeov model za pesak

Ovaj model spada u grupu elastoplasti¢nih modela sa kapom. Kao 1 kod
predhodnog modela i ovde se uvode dve povréi popuitanja, povrdi u obliku zakri-
vljene Sestougaone piramide i sferna kapa. Zavisno od stanja napona i deforma-
cija za naneti inkrement napona mogu se javiti separatno elasticne i plastiéne
deformacije 111 sve zajedno. Ovo se desava po principu mehanizama u zavisnosti
od toga koja je od povrii popudtanja aktivna, jedna, obe {11 nijedna. Sa ovako
kompleksnim elastoplastiinim modelom uspeSno se moze modelirati ponadanje pes-
kova kao i normalno konsolidovanih glina,
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- Np
L (ipy /p,) ' (2.152)

£ (1o}, (e 1) = (13/1,-27)(1,/p )" -
1 : 1713 1/Pa e
pri Cemu je
3 m
(13/1,-27)(1,/p,)" = my

gde su uvedene sledeCe oznake:

11 =0, + cy + 9,
(2.153a,b)

—
L)
I

gog, + T, T _T + T. T = T +
X'y z Xy yz zX yX zysz (Ox szzy

+o 1 T, +0 T
Y Xz ZX z'xy yx)

i predstavljaju prvu i trecu invarijantu tenzora napona respektivno.

f ';T-':Ck:) je plastini rad na povr$i K veliline m, a, b, q

W,
i ny su kongfante materijala koje se odredjuju na osnovu eksperimenata.

Na osnovu izraza (2.152) moZe se zakljuditi da funkcija popustanja
f, Je funkcija koja se 3iri u prostoru napona u zavisnosti od veliine plasti-
¢nog rada 1 ostaje samo sebi sTiCna 3$to znaéi da je to slulaj izotropnog oja-
ganja. Na slici 12 prikazane su povrdi popuitanja i to a) presek povrdi popusd-
tanja 3 triaksijalne ravni i b) presek povrsi popustanja i m (oktoedarske) ra-

vni.

(a) (b)

S1. 12
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VeliCinom parametra n, definise se otvor piramide dok se veliZinom
m definide njegova zakrivijenost. Za m = 0 krive na sl. 12a postaju prave lini-
je.

[zrazom I?XI3 = const definidu se preseci povr3i popuStanja i m rav-
ni. Sa s1. 12b vidi se da je ovaj oblik stian obliku nepravilnog Sestougaonika
koji se dobija u Mohr-Coloumb-ov uslovu loma stim $to su ivice zaobljene, odnos-
no za vrednosti 6 = £ 30° nema singulariteta, $to znatno olak$ava numeriCku
analizu.

Funkcija plastiénog potencijala usvaja se u sledeCem obliku:

.3
9; = I

m
- (27 + nz(pa/11) ) I3 (2.154)
Poito je funkcija plastignog potencijala razli¢itog oblika od 7unkci-
je popuStanja na ovoj povr$i se desSava ne-asocijativno teenje, odnosno inkre=
ment plastiine deformacije nije upravan na povrs popustanja kako je to prikaza-
no na sl. 13.

.
-~

B1.€
A8

\/—253
B V2ts

S1. 13

Kod predlozenog modela kapa se usvaja u obliku sfere u prostoru giav-

nih napona i moZe se prikazati sledec¢om jednainom.

P BN ?
£({a}, (e 2}) = f{el) - Fylie I} = L] + 20y -
2 1.\1/p 2
ok (' () (2.185)
gde je
Iy = Txy yx T Tyztzy T Tz T (Oxdy * Iz * qux) (2.156)

druga invarijanta tenzora napona, P i C su konstante materijala.
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Funkcija plasti¢nog potencijala
+ 212 (2.157)

je istog oblika kao 1 funkcija popudtanja $to znali da je te¢enje asocijativno
i inkrement plastiénih deformacija na ovoj povr3i je upravan na kapu.

Na s1. 14 prikazano je kako se vrdi vektorsko sabiranje inkrementa
plastiénih deformacija koje nastaju u tacki A u kojoj su obe povrSi aktivne,
pri nanoSenju inkrementa napona AB.

A6y, €4 €p

V2 63
2€5

S1. 14

Da bi se dobio totalni inkrement deformacije totalnom plastiinom in-
krementu treba vektorski dodati i inkrement elastilne deformacije, a 3to nije
prikazano na sl. 14.

Na slici 15 prikazane su tipiéne promene devijatora napona (01 = 03) i
zapreminske deformacija =, U zavisnosti od glavne dilatacije g4 Pri konstantnoj
vrednosti napona o., koji se dobijaju u CID opitima.

MoZze se iak1juéiti da se obe elastigne i plastiéne deformacije desa-
vaju od samog pocetka nanosSenja opterecenja. Pri niZim vrednostima devijatora
napona zapreminske deformacije su zbijanja, dok se pri vidim vrednostima devi-
jatora, javija direnje materijala. Pri viSim vrednostima devijatora napona do-
minantne su plastiéne deformacije koje nastaju na kontaktu povrdi popustanja,
dok su komponente plastiénih deformacija koje odgovaraju kapi znatno manje.

U sledecem tekstu dace se prikaz kako se koriscéenjem napred izloZene
inkrementalne procedure mogu dobiti eksplicitni izrazi za elemente ejastoplas-
tiéne matrice koja odgovara Lade-ovom modelu.

Za odredjivanje nepoznatih velilina \ i A, moZe se postaviti slede-

o

¢i sistem jednacina
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Lyghy * 2 = Ty

(2.158)
Loghy # Lophp = Tp
ABy-63
EE c(p E‘Z
N £1
E
ef 2 s
i et
v

S1. 15

Gde prema izrazima (2.68), (2.69) i (2.70) veligine Ly T Te imaju
sledece vrednosti:

af 7 g af ! 3g
1_”:.'_1.T [CE]{_-—1_~+—~1—I7}TJ—1l
30 30 3Np1 oC
(2.159%,b)
f, 1 _p. .09 3y 7 %9
Ly,  {{—F [€7 {—Fk+* o}’ {—
oa 30 BNCZ r.le]
of ; 3g
- 1,7 E 2
'-12 B 1= } [C :H —
oa 3o
af 3g
Foj c
(2.159 c,d,e,f)
af,
i T ¢-E
Ta = { T } [C 1 {de}
90
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Imajuéi u vidu predloZene funkcije popuStanja i plastiCnog potenci-
jala date izrazima (2.152), (2.154), (2.155) 1 (2.157). Za naznaCene izvode u
izrazima (2.159a,f) dobijaju se sledeci izrazi:

nNY

3'13'(0y°°z' yz)-I1 |
N
Ietg-layeo, =1 )4 |
S I 3e1,-(0, 00 -T2 ) 3 !
' _._p1=710 (_1)111 - 3 OX Oy Txy) 1 2 .‘_‘. 77)'m 1 )fT‘-; |
o D . . ) . i B Cl : ( 6
I3 a 2 (crX Tyz Ty TZX) 11 3 a 3 0
2‘(Oy'TZx'TyZ'Txy) I1 n
2-(czorxy-tzx~'ryz)-ly 0
',u,‘_‘ p
Bite = (27 + 1, 2 = ) (2.160)
) 2 11
o 0 10 1
y 'z yz
3o 1, 1.
2
g,*0 T s Ty D 1
X Y Xy $ 03 La e Ty ( Té.)m)
-2-(0X°Tyz-rxy°sz) 1 0
| -2°(0y-TZX-1yz-txy) 0
i .- R
R CPARPARN Tyz) <
}."..' f1 P
== [ == b P (2.161)
‘}O-_l; ,11 - ...:ﬂ"; [
T, %9 P2
{o} — } = 3gy + meny (1)1, (2.163)
30 1
af ; 99
2 2 T
{_}={—}=2<0303072T ,2T ,2T> (2.164)
5 55 x® “y? "z Tyz zX Xy
of p f ~
'2 = 2 % y1-p (2.165)
awpz pa
99
{O}T { -z b= 2112 + 41, = 29, (2.166)
3C

Inkrementalna elastoplasti¢na matrica krutosti materijala za ovaj

model postaje:

) L7 (2.167)

] = [cf) - £ (=
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gde je
A = det (L..)
N
af; i
{b} =ites {5am= b= Loy 5= (2.168a,b,c)
af ; 3f
o} =lp tgg b= liolam

Na ovaj se nalin kori3cenjem predhodno datih izraza moze sracunati
elastoplastina matrica krutosti materijala, koja je neophodna za primenu ovoga
modela u MKE. Podto je na konusnoj povr3i ne asocijatinvo tedenje, izvedena
matrica nece biti simetrigna. Ova ne simetrija elastoplasticne matrice krutos-
ti materijala poviadi za sobom i nesimetriju u matrici krutosti sistema MKE
$to obicno &ini velike probleme pri reSavanju jednaina MKE.

Kao $to se iz predhodnog moZe videti za opisivanje ponadanja tla pred-
JoZen je veliki broj konstitutivnih modela. Jod uvek nije pronadjen takav model
koji ce podjednako uspedno simulirati ponadanje razli¢itih vrsta tia pri pro-
izyoljnim putanjama napona. Zbog toga je veoma vazno da se izvrsi pravilan iz-
bor modela za redavanje odgovarajuceg problema. Postupak za izbor i testiranje
konstitutivnog modela tla treba da sadrii sledeCe korake:

(1) matematic¢ka formulacija modela

(2) utvrdjivanje znalajnih parametara

(3) odredjivanje parametara iz odgovarajuéih opita

(4) provera ponasanja modela u laboratoriji pri razlicitim
putanjama napona i fizi¢kim usiovima

(5) provera valjanosti modela, poredjenjem rezultata numericke
analize sa rezultatima merenja na terenu.
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3, METODE KONACNIH I KONTAKTNIH ELEMENATA

3.1, FORMULACIJA INKREMENTALNIH JEDNAZINA KRETANJA
MEHANIKE KONTINUUMA MKE

Posmatrajmo u dvodimenzionalnom prostoru oblast D koja je ogranifena
zatvorenom konturom S. Predpostavlja se da je posmatrana oblast deo neprekid-
nog materijalnog kontinuma. Usied razliéitih spoljadnjih uticaja oblast D se
menja i prelazi u oblast D*. Pri ovom prelasku predpostavlja se da nije dodlo
do narudavanja neprekidnosti kontinuuma.

Pri ovome se ne uvode nikakva ogranicenja u pogledu veli1¢ina pomera-
nja, rotacija i dilatacija. Takodje zavisnost izmedju napona i dilatacija @ogu
biti ne linearne, §to Cini najopitiji slucaj nelinearnog problema u staticko]
analizi.

Kod re%avanja nelinearnih problema, ravnotezu tela treba uspostaviil
u tekuéoj konfiguraciji, odnosno kroz kompletnu 1storiju nanodenja opterecenja
gto predstavlja Lagrangean (materijainu) formulaciju problema. Zbog toga Je ve-
oma pogodno da se kao promenljiva velifina uvede vreme t, pomoc¢u koje se u sta-
ti¢koj analizi moZe definisati intenzitet opterecenja, 0dnosno tekuca konfigura-
cija sistema. NajleSée se za reiavanje ovakvih problema koristi inkrementalna
formulacija MKE. U 0ovoJ formulaciji problema pretpostavlija se da su sve static-
ke i kinematigke velitine poznate u konfiguracije t, a da se reSenje trazi u
narednoj konfiguraciji t+AL. Pri tome je At pogodno jzabran inkrement vremena
odnosno opterecenja. Za razliku od jedna¢ina ravnoteze u MKE sa pomeranjima
kac nepoznatim veli¢inama, koje su nelinearne, inkrementalne jednaCine ravno-
tede su linearne i u njima su nepoznati inkrementi pomeranja.

Zbog velikog broja promenljivih vazno je koristiti efikasnu notaciju.
Najpogodnije je koristiti indeksnu notaciju gde indeks1 sa desne strane ozna-
¢avaju odredjenu komponentu posmatrane veliline, dok gornji levi indeks ozna-
cava oblast kojoj data veiicina pripada a donji levi oblast i referentni sis-
tem u odnosu na koji se data velidina definise (meri).

Na slici broj 1. prikazane su tri karakteristiéne konfiguracije ob-
lasti D. °D je potetna konfiguracija, o je trenutna 1 ik predstavlja nared-
nu nepoznatu konfiguraciju. Proizvoljna tacka P u ovim konfiguracijama ima

koordinate 0x1, Onj. txl, tx2 i t+atx1, t"’i\‘t-z respektivno. Na ist1 nacin mogu
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se opisati i pomeranja talke P. Izmedju koordinata i pomeranja proizvoljne
tacke P mogu se uspostaviti sledece zavisnosti

/1\X2 t teat
p P
°p
=%

S1. 1
t, _0© I: -
X5 = Xy + U1 (1=1,2)
BAt, = Bosal, (3.1)

! 1 i

gde je ﬁUi inkrement pomeranja pri prelasku iz konfiguracije t u konfiguraciju
t+At.

Najcedce se jedinilne ravnoteze uspostavljaju koriscenjem principa
virtualnih pomeranja. Koriscenjem tenzorske notacije ovaj princip moZe se 1zra-
ziti na slede¢i nacin:

trAL
.. 6§

1]
t+AtD

L bty tHdt

D R (3.2)

t+0t%4

Unutragnji rad prikazan na levol strani izraza (3.2) jednak je radu
styarnih napona pri virtuainim deformacijama (koje odgovaraju zadatim virtual-
nim pomeranjima). Na desnoj strani izraza (3.2) prikazan Je rad stvarnih zada-
tih spoljnih sila na virtualnim pomeranjima.

Osnovna te3koéa u primeni izraza (3.2) jeste u tome 5%0 konfiguracija
u t+At nije poznata, 3to ujedno predstavlja 1 osnovnu razliku od linearne ana-
lize u kojoj se smatra da se razmatrana konfiguracija tela ne menja 1 da su
Konstitutivne jednaCine linearne.

Cinjenica da se konfiguracija tela menja kontinualno i da telo pri
tome moZe imati velika pomeranja, velike rotacije kao i velike dilatacije uvodi
potrebu za koridéenjem odgovarajuc¢ih mera napona i deformacija kao 1 uvodjenje
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adekvatnih konstitutivnih relacija.
U narednom delu ukratko ¢e biti prikazani tenzori deformacija i na-
pona koji se najZesce koriste u inkrementainoj formulaciji MKE.

3.1.1. Tenzor deformacije

U sistemu materijalnih koordinata tzv. Lagrange-ov tenzor deformaci-
je definide se kao polurazlika metrickih tenzora posle i pre deformacije

1 (g
== WL 3.3
Yij =7 (93 7 953 (3.3)
Tenzor deformacije moZe se prikazati i u zavisnosti od komponenata
pomeranja kako se najéesce Cini 1 u linearnoj teoriji elasticnosi.
Posmatrajmo u dvodimenzionalnom pravouglom Dekartovom sistemu kogrdi-
nata tri karakteristitne konfiguracije oblasti D, poCetnu, tekucu i narednu
(s1. 2}.

7a analizu deformacije razmatramo promenu rastojanja izmedju dve bes-
konacno bliske tacke A i B pre i posle deformacije.

dOS2 dox? + doxg

0 0
d%x;d°%; (3.4)

dts? = dtx2 +dt x2 dtxi @ dtxi (3.5)

Razlika kvadrata diferencijala linijskog elementa posle i pre defor-
macije moZe se prikazati na slede¢i nacin:



‘t2_ 02'|_ t 0 0
[d S d°s™| = 20 Qﬁj d X d x}
odnosno koriscenjem relacije
ot
X
dtx. = — d%x
1 .C."..". J
J
dobijjamo:
-t -t
T7ab2 - 6% =L (& ko g %, &,
2 - 2 3% 3 X ' ' d
' J

Pryi &lan u zagradi na desnoj strani jednaline (3.8) predstavlja
ov tenzor deformacije. Kolicnici atxk[ao)-c,i i atkaBOxj nazivaju
deformacije pa je prema definiciji, Caushy-ev tenzor deformacije
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Cauchy-Green-
se gradijenti
odredjen kao

proizvod gradijenta deformacije. Ovaj tenzor deformacije nije objektivan jer

njegove konponente nisu jednake nuli u sluCaju pomeranja tela kao krutog. *o-

riicenjem izraza (3.6) 1 (3.8) moZe se uspostaviti veza izmedju Lagrange-ovog

i Cauchy-evog tenzora deformacije
t~_ 1 t¢e_
b €5 (C- D

U daljnjem izlaganju pored tenzora deformacije bice nam potreban

(3.9)

i inkrementi

tenzora deformacije pri prelasku tela iz konfiguracije t u konfiguraciju t+At.

Ovde cemo razlikovati dva slucaja u zavisnosti od toga koji se usvoji kao re-

ferentni, poéetni il1i tekuci.

ta o Mgt gt t, by o
o=ij 2 “0”1,3 ' on,i * on,i on,jJ (3.10)
trat. _ | trAt t+at o thAt,) e VAL THEOD,
o & 3l Yigt o Vit o Yy ok 0 Tk

(3.11)

Pa je inkrement tenzora deformacije jednak:
_ trAt ot

L€ = o €4 T 0Eij (3.12)

Posle elementarnih sredjivanja izraza (3.12) moZemo napisati u konacnoj formi:

t !

o%.i " o5t oYk, o

AU

.+
K,1i

(3.13)
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Ako se kao referentna konfiguracija usvoji tekuca konfiguracija inkrement ten-
zora deformacije postaje:

. THat 1 AU. L+ AU, .+ &Uk

theij =t €45 77 W5 Bty Bly,5) (3:14)

*

A t

3.1.2. Tenzori napona

Stanje napona u nekoj tacki deformisanog tela odredjeno je Chauchy-
evim tenzorom napona g koji se definide u odnosu na deformisanu konfiguraciju
t i meri u odnosu na tu istu konfiguraciju.

Pored Canchy-ovog tenzora napona koristi se i Piola-Kirchhoff-ov ten-
zor napona druge vrste.

Izmedju ova dva tenzora nacona moZe se uspostaviti sledeca zavisnost:

L1 1]

Sl'd = ' ‘/’ g*/g (3.15)

gde koliénik g*/g predstavija odnos determinante matriénih tenzora posle i pre
deformacije. Ova zavisnost moZe se u sistemu Dekartovih koordinata prikazati
na sledec¢i nalin:

t P

= —dmae . X -i (3‘.16)
P

& o, W
0 1] t tTi,k “k1 73,

119 u matri€nom obliku:

(3.17)

gde je EX gradijent deformacije.

Treba naglasiti da se Piola-Kirchoff-ovi naponi druge vrste definisu
u odnosu na bazisne vektore posle deformacije a mere po jedinici povrii pre
deformacije. Ovi naponi nemaju jasno fizitko znalenje pa je zbog toga neophod-
no sracunavati Caushy-eve napone.

Ukoliko se zanemari geometrijska nelinearnost problema tada je vred-
nost koliénika g*/g jednaka jedinici, ovi naponi postaju medjusobno jednakl i

jednaki su takozvanim tehniZkim naponima s

-
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3.1.3. Formulacije reSenja nelinearnih problema MKE

Kao &to je napred receno u Lagrange-ovoj nelinearnoj formulaciji,
ravnotezu tela u konfiguraciji t+At moZemo izraziti koriScenjem principa vir-
tualnih pomeranja.

tHAt

sR. = WFAtep (3.18)

J S

U opstem sluaju nelinearnosti, telc moZe imati velika pomeranja, ve-
1ike deformacije i konstitutivne relacije nisu linearne. Zbog toga reSenje jed-
nacine {3.18) ne moZe se dobiti direktno. Ako se sve promenljive veliline iz-
raze u funkciji neke predhodno sralunate ravnoteie konfiguracija i izvrSe pot-
rebne linearizacije, tada se moZe dobiti pribliZno redenje jednaCine (3.18).
Ovako dobijeno reenje moZe se pobolj3ati kori3cenjem nekog iterativnog postup-
ka. Da bi smo izveli potrebne jednadine za aproksimativno re3enje linearizova-
nog problema koristimo re3enja iz predhodnih konfiguracija 0,At,2At,...,%. Ten-
zore napona 1 deformacija potrebno je izraziti u odnosu na jednu predhodno sra-
Zunatu konfiguraciju. U principu se za ovo moze iskoristiti bilo koja predhod-
no sradunata konfiguracija. U praksi se medjutim naje$ce koriste dve formula-
cije problema, totalna Lagrange-ova (TL) i korigovana Lagrange-ova (UL).

Da 1i e se primeniti jedna i1i druga formulacija zavisi od prirode
razmatranog problema, re3enja se dobijaju ista, samo 3to je obim numerickog ra-
da za dobijanje redenja razlilit.

U TL formulaciji koja je u stvari klasiéna Lagrange-ova formulacija,
referenta konfiguracije je poCetna 1 ona je poznata. Uslovi ravnoteZe se ispi-
suju za konfiguraciju t+At smatrajuci da su sve kinematilke i staticke veliine
u konfiguraciji t poznate.

Princip virtuainih pomeranja, izraz (3.18) moze se prikazati na sle-
de¢i nalin:

t+At OSij . 6t+AEE:ij . 4% = t+ﬂtR (3.19)
U ovom izrazu t;Atsij i t;a&a i;
Lagreange-ov tenzor deformacije u konfiguraciji t+At a mereni u odnosu na po-
vréinu i koordinate u oblasti (o). Sa t+itp je obeleZen rad spoljanih sila pri

su Piola-Kirchhorff-ov tenzor napona 1 Gree-

pri virtualnim pomeranjima.
Inkrement tenzora deformacije izraz (3.13), moze se rastaviti na Ti-

nearni i nelinearni deo:
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obeij T %43 T ofMij (3.20)

gde su:

1 : t
o2ei5 =7 LotV 5+ o5 1 * o%k,i 0,5 * 0%k, i otlk,il (3:21)

— 1 E
o®Mi; T2 Loauk,i | o‘SUk,jl (3.22)

Piolo-Kirchhorff - tenzor napona u konfiguraciji t+At moZe se prikazati na sle-
de¢i nacin:

t+At te

i AS, . (3.23)

99.: *
c 1] c 1]

Koristedi izraze (3.20) i (3.23) uz vodjenje raCuna da je

t+&2§ , >

5(; ) = 8(EE; + BEy) = ShEs (3.24)

<

Uslovi ravnoteZe postaju:

J H‘aS C - :f;_“‘.‘_:l‘ dOD = t+ﬂtR - J :'.':. l‘.;_r'L:‘.f:_:‘i‘- (3.25)
o] op g ;

Koriicenjem konstituivnog tenzora moZe se uspostaviti veza jzmedju inkrementa
napona i deformacije

- e
o845 = oPijk1 T oPC; 18z

Smenom (3.26) u (3.25) dobijamo:

( D5kt odek ¢ St i ¢°D + J ésij 8,45 54°D =
D op
y tHAlp J 5. .88 €. .d°D (3.27)
1] 1]
°p
Ovaj izraz je nelinearan, njegova linearizacija moZe se sprovesti na sledeci

"
&e'- - &e-- (3-28)

pa dobijamo:
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f . re.. 8 he.. dD = | S.. &.4n.. d°D =
0 gkl o~ "1 "o Tid it 0o ')
€D )
_ teAt, J t 0
- R . 0S15850254°D (3.29)
D

Ovo je linearna jednaCina sa nepoznatim inkrementima pomeranja.

Ako se umesto poetne konfiguracije kao referentna usvoji tekuca kon-
figuracija, s1iéno predhodnim razmatranjima dobijaju se osnovni izrazi korigo-
vane Lagrangeove formulacije (UL).

t t Moo hT t,
tDijk1 tAekT SLﬁeijd D+ a Jt&nij dD =
L5 tD
(W)
= ™ R~ | oy, dme d¢*p (3.30)
ty

Linearne jednaline (3.29) i (3.30) Lagrangeove inkrementalne formula-
cije predstavljaju polaznu osnovu za primenu MKE u analizi nelinearnih proble-
ma.

Kao $to je predhodno receno pri re3avanju problema geotehnike od po-
sebnog su znacaja problemi samo materijalne nelinearnosti. Dilatacije i1 pome-
ranja su male veli&ine tako da se uslovi ravnoteZe mogu razmatrai u odnosu na
nedeformisanu strukturu kako se to radi u linearncj teoriji elastilnosti.

PokaZiimo sada kako se sa jednadina (3.29) i (3.30) moZe preci na 1i-
nearnu inkrementalnu jedna&inu kojom je obuhvadena samo materijalna naelinear-
nost problema.

Inkrement tenzora deformacije postaje:

1
beyi = % [ﬂui,j + Uy 4] (3.31)

Ang s = 0 (3.32)

T'!.]j

Piola Kirchhoffa napon postaje jednak Cauchy-evom tenzoru napona i
jedn tzv. fizickom tenzoru napona:

t _t i3 _t
osij = g Oij (3.33)

Izrazi (3.29) i (3.30) svode se na jednu istu jednalinu, uzimajuci
u obzir jednadine (3.31) i (3.33) dobijamo
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B | oy, eteydd (3.34)

1)

Ae aaeidi =

Di k1 28k

Jednagina (3.34) predstavlja linearnu inkrementalnu jednalinu ravnote-
5e kojom je obuhvacena samo materijalna nelinearnost problema. Iz ove jednaCine
moZe se sradunati inkrement pomeranja koji se zatim koristi za sracunavanje po-
meranja, dilatacija i napona u konfiguraciji t+ t. Obelezimo ove veliine sa
indeksom (1)

t+At€. (1)

L I teat_ (1) . teat(d)

A A

Sada se moze proveriti kolika razlika postoji izmedju spoljasnjeg virtualnog
rada i virtualnog rada sa sradunatim statickim i kinematickim velj¢inama u kon-
figuraciji t+At

E_ = t+AtR D i ge b1 gt iEs AV op (3.35)

r D'
Desna strana jednaine (3.34) predstavija virtuaini rad "neuravnoteZenog opte-
reéenja" pre srafunavanja inkrementa pomeranja, dok desna strana jednacine
(3.35) predstavija isti taj rad posle sraCunavanja inkrementa pomeranja odnos-
no u konfiguraciji t+At.

Da hi se virtualni rad neuravnoteZenog opterecenja dalje redukovao
potrebnoc je dalje nastaviti {terativni postupak, sve dok gre3ka ne postane prih-
vatljivo mala. Na osnovu ovog jednalina (3.34) svodi se na sledecu iterativnu

jednalinu:
0, f'
[t CaalK) L <o {K)gp o tratg o [T (K-1) . Jt¥at (K-1) dD
nJ Dijkl S 5813 dD = R ; 935 § eij
(K=1,2,3,....,n) (3.36)
Korekcija pomeranja vrii se na slede¢i nalin:
t+AtU£K) _ t+AtU(K—1 . ﬂU(K) (3.37)

| 1 ]

7a dobijanje sistema odgovarajuc¢ih algebarskih jednacina primenjuje
se uobiajena procedura MKE. Obigno se koristi izoparametarska formulacija,
prema kojoj se koordinate i pomeranja odnosno inkrementi pomeranja tacaka unutar
elementa, prikazuju pomocu istih interpolacijonih funkcija.
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7
W=

.

k
¢ Y3 (3.38a-c)

-1

<
—_—

I
ne-13
-~
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=
=
—

ﬁUi

o

_‘
s

Hk su interpolacijone funkcije za &ver k u sistemu prirodnih koordinata, dok
je N ukupan broj ¢vorova u elementu. U MKE najéeice se primenjuje matrilna no-
tacija pa ove jednacine postaju:

tU £

n
=
-]

(3.39a,b)
AU = H AU
Za potrebe ovog rada koriécen je izoparametarski dvodimenzionalni
element sa promenljivim brojem &vornih tacaka od 4 - 8.

Siln 3

gde su interpolacijone funkcije (Hi) prikazane u sledecoj tabeli



(141} (1-5%)

K=5 k=6 = k=8
o | g () (es) | - 2 s - 3 Hg
H, Lemyaesy | - THs |- T H
Hy | 4 (1-r)(1-5) -k - aH
Hy | 3 (1+0)(1-5) - LHy | -5 H
He 1 a=rfy(1es)
e | 2 (1-r)(1-5°)
Hy | % (1-r8)(1-5)

1

Koristedi izraze (3.38) mogu se dobiti izrazi i za dilatacije

Ae = B - AUk

79,

(3.40)

Uzimaju€i u obzir (3.39) 1 (3.40) i posle elementarnih sredjivanja jednacina
(3.36) svodi se na slede¢u inkrementalnu matriénu jednadinu, sa nepoznatim in-

krementima pomeranja u Cyorovima konatnih elemenata
ty . Au(f) - t+&tR _ t+ﬁtF(f—])

gde su uvedene sledece oznake:

DB 4D

".tr_ D + "'_I t+At
L

(i) J ! trot (i) gp
D

P dL

(3.41)

(3.42a,b,c)

i predstavijaju matricu krutosti sistema u konfiguraciji (t}, vektor spolj-
niih &vornih sila u konfiguraciji t+at i vektor gvornih sila koji odgovaraju
unutradnjim naponima u konfiguraciji t+at posle i-te iteracije respektivno.
Treba napomenuti da su elementi matrica u izrazima (42a-c) funkcije prirodnih
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koordinata elemenata i da se odgovarajuci integrali sracunavaju najCeS$ce nume-
ri¢ki, koristec¢i se transformacijom Descartes-ovih koordinata u prirodne koor-
dinate. Tako na primer matrica krutosti sralunava se na slede¢i nalin:

: {
' = | 8" "B d - J B ' B det J dr ds = [@(r,s)dr ds  (3.43)
D

D 0
gde je J matrica transformacije ili Jacobian. Za sraCdunavanje integrala u iz-
razu {3.43) najle3ce se koristi Gaussova numerilka integracija.

.~K - <.'l._' "" (3.44)

gde su 2, vrednosti funkcije u talkama i Sj a % 5 su odgovarajuce konstante
(tezine) koje se odabiraju tako da se dobije maksimalna talnost numerilke inte-

gracije. Na isti nagin sraCunavaju se i svi ostali integrali u izrazima (3.42}.

3.2. KONTAKTNI PROBLEMI
3.2.1 Uvod

Pri yefavanju razli¢itih inZenjerskih problema Cesto se susrecemo sa
problemom kontakta izmedju dva 1li viSe tela. Ovakvi problemi se veoma Cesto
javljaju i pri re3avanju razli¢itih geotehnikih problema. Na primer problemi
kontakta konstrukcije i tla ili u mehanici stena problematika simuliranja pu-
kotina 111 stenskih masiva sa proslojcima mekih materijala najCe$ce po ravnima
folijacije itd.

Kako se vecdina kontaktnih problema ne moZe resSiti analitickim meto-
dama, i za njihovo resavanje se najcedce koristi MKE. Mada su neki kompleksni
kontakti problemi ve¢ redeni, potrebno je jo§ puno napora i truda da bi se do-
bio realan, generalan i efikasan algoritam za praktiénu analizu ovakvih proble-
ma.

Analiza kontaktnih problema je veoma komplikovana i to najvise zbog
Zinjenice da graniéni uslovi nisu poznati unapred. U ovome radu dace se kratak
prikaz optije formulacije kontaktnih problema a zatim e se detaljnije opisa-
ti neki postupci koji se najeice koriste u analizi kontakta kod geotehnickih
problema. U radu ¢e biti razmatrani dvodimenzionalni problemi, mada se bez
vecih tedkoc¢a oni mogu prodiriti i na trodimenzijalne probleme.
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3.2.2. Formulacija kontaknog problema

Posmatrajmo dva tela koja se pod dejstvom spoljadnjih sila deformi-
gu. Neka je izvrdena diskretizacija ovih tela na konaine elemente. U jednom
trenutku dolazi do spoja ovih tela u odredjenom broju &vorova. Kao rezuitat,
na kontaktu ovih tela generi3u se kontaktne sile koje su medjusobno Jjednake
aii su suprotnih smerova. Pri ovome normaino opterecenje moZe biti samo priti-
skujuée dok tangencijalno opterecenje mora zadovoljiti zakon smicuce otpornos-
ti. U op3tem sluaju mogu postojati tri vida kontakta: priljubljeni kontakt,
kontakt u kome dolazi do klizanja i rastavljanje kontakata. Kod priljubljenog
kontakta ne dolazi do relativnih pomeranja izmedju taCaka kontakta. Ako su smi-
gude sile dostigle smiducu otpornost dolazi do klizanja du? kontakta. Ovo kli-
zanje prestaje u ovom trenutku kada smiCuce sile postanu manje od otpornosti
na smicanje. Ako se u analizi koristi kruto plastiéni model tada u tangencija-
inoj ravni ne postoje pomeranja sve dok nije postignuta smiluca otpornost.”

Poito su kontaktni problemi po svojoj prirodi nelinearni za njihovu
formulaciju kao i u predhodnom odeljku koristi se inkrementalna procedura. Ova
nelinearnost moZe biti i geometrijska i materijaina.

7a dobijanje jednaina kojima se opisuje odredjeni kontaktni problem
najceice se koristi Lagrange-ovi metod neodredjenih multiplikatora. Ovi multi-
plikatori se usvajaju tako da oni odgovaraju opterecenju na kontaktu.

Da bi smo dobili jednadine MKE kojime se opisuju kontaktni problemi

koriste se modifikovani varijacioni princip:
I, =1 - E Wy (3.45)

gde je: M uobifajena inkrementalna potencijalna energija sistema bez
uradunavanja kontaktnih sila
wk je inkrementaini potencijal sila na kontaktima.

Velicina E wk dobija se sumiranjem po svim g¢vorovima koji su u kontaktu.

S obzirom da se broj &vorova koji su u kontaktu menja, menjace se i velidina

' U zavisnosti od vrste kontakta dobijaju se razliiti izrazi za veli-
Einu W, (K.J. Bathe & A. Chaudhary 1983).
Predpostavimo da je inkrementaino redenje poznato u vremenu t i da
je (i-1) iteracija uCinjena da bi se nadlo reienje u vremenu t+At. Iz uslova

stacijonarne vrednosti funkcijonala n‘
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My = 0 (3.46)

kori&cenjem ucbicajene procedure u MKE dobija se sledeCi sistem inkrementalnih
jednacina:

[trate (3-1) ' l'm(i) tmtR(i)'l t+At|__(1')" 't+AtR(1‘-1)
| et (i-1) | :

0 0 l%)£1) o || o t+&tﬂ£i-1)

. ‘ = - =

(3.47)
gde su uvedene sledeCe oznake:

Au(1) je vektor inkrementalnih pomeranja u 1teraciji (1)

(i)

je vektor inkrementa kontaktnih sila i iteraciji (i)

t+AtK(1'1) - je uobiajena matrica krutosti sistema ukljuCujuci 1 materijatnu

i geometrijsku nelinearnost.

- ja= kontaktna matrica krutosti

ﬂ
..l...
>
"
]
1

je vektor &vornih sila koje su ekvivalentne naponima
u konaénim elementima posle iteracije (i-1)
t+ﬁtR ~ je vektor spoljadnjih sila u trenutku t+4t

t+MRU'” - je vektor korigovanih kontaktnih sila posle iteracije (i-1)

t+&tﬂ(1-1)

b - je vektor utiskivanja posle iteracije (i-1).

Osnovne teikoce koje se javljaju pri resavanju sistema jednacina (3.47) leiZe
u éinjenici da ovaj sistem jednalina nije simetri¢an i da se broj jednalina
menja zavisno od broja &vorova koji su u kontaktu. Znacajna pojednostavljenja
mogu se postic¢i ako se umesto kontakta u gvorovima razmatraju kontakti duZ
stranica kontaktnih elemenata.

Izraz za rad sila na kontaktu tada postaje:

W = J) Uy fM ds + (P(\ Ue fF ds {3.48)
c’'M oo
gde S_ oznalava povr§inu kontakta, a indeksi (M) i (F) se koriste da bi se

razdvojile strane kontakta. Kori&éenjem funkcije oblika veliine pomeranja u
i sila f du? kontakta mogu se interpolovati na slede¢i nalin:
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{u}

[HI {UCd
(3.49,b)

{f}

H] {F )
Unogenjem jednadina (3.49) u jednacinu (3.48) dobija se:

t = g [ T - (6 e 4

.
(S[)F[H] (Hds « [} (3.50)

-

Ukoliko se cvorovi na kontaktnoj povrdi poklapaju tada {fy} i {fc}
imaju iste veli¢ine a suprotne znake. Medjutim, Ce3¢i je slucaj da se ¢vorovi
susednih kontaktnih povriina ne pokiapaju, jer mreze mogu biti razlic¢ite ili
razliciti tipovi elemenata itd. U ovom slucaju moZe se uspostaviti veza izme-
dju vektora {f,; i {fp} korisCenjem matrice transformacije |T| (Y.W. Kwon &
J.E. Akim 1986).

Kao i u predhodnom slufaju jednaline ravnoteze kontaktnog elementa
dobijaju se iz uslova stacionarnosti velidine (H1). B

Pri re3avanju kontaktnih probiema elastoplasticnih sredina mora se
koristiti inkrementalni metod. Za svaki inkrement opterecenja rade se dve vrs-
te iteracija. Jedna vrsta iteracija radi se za elasto-plastiéni model a druga
za kontaktnu granicu. Pri ovome je kao osnovna nepoznata kontaktno opterecenje.

Ovo opterecenje se ne moZe jednostavno sabrati sa totalnim kontakt-
nim opterecenjima jer promena u kontaktnim uslovima rezultira u promeni kon-

taktnog opteredenja.

3.2.3. Dvoévorni kontaktni element

Kao Sto se iz predhodnog moZe videti analiza kontaktnih problema je
veoma slosena i kao takva nepodesna je za redavanje inZenjerskih problema.

U ovom delu dace se prikaz jednog uproscencg kontaktnog elementa ko-
ji se Cesto koristi u analizi geomehanilkih problema za simuliranje kontakta
razligitih sredina.

Ovaj kontakt moZze biti kontakt konstrukcije i tla i1i kontakt razli-
¢itih geoloskih sredina sa i1i bez ispune izmedju njih.

Najéesce se u ovakvim analizama zanemaruje geometrijska nelinearnost
problema i zadrZzava se samo materijalna nelinearnost. Kao 1 kod ostalih neli-
nearnih problema i ovde se primenjuje inkrementalna analiza. Ovakvom analizom
mogu Se uspesno obuhvatiti sloZeni procesi kac $to su opterecenje rasteredenje
i ponovno opterecenje. Da bi se uspedno obuhvatilo ponasanje kontakta kao S$to
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su: lom usled zatezanja, opadanje napona smicanja sa porastom pomeranja, efe-
kat sprezanja smi¢u¢ih i normalnih uticaja, potrebno je u svakom inkrementu
vréiti odredjene popravke iteracije.

Goodman (1968) je prvi predlozio dvolvorni element za simuliranje
ponaanja kontakta. Slicne kontaktne elemente su predlozili i Balaam, and
Poulos {1976), Herman (1979). Ee Xiunun (1979},

Posmatrajmo ponadanje diskontinuiteta, kontakta I izmedju dve sred-
nje 3: i 52 Eija je diskretizacija izvr3ena MKE. Duz kontakta ovih dvaju tela,
moze se javiti klizanje sa trenjem, tela se mogu odvijati i1i ponovo doci u
medjusobni kontakt.

Model se sastoji od serije dvo&vornih kontaktnih elemenata koji spa-
jaju jednu tacku sredine 3, sa odgovarajucom tackom sredine S, (s1. 4).

Ovakav model je kompatibilan sa svim elementima koji se koriste za
modeliranje sredina S1 i 52'

Ovakay mode]l u ovome radu mi koristimo za modeliranje kontakta kon-
strukcije i tla, mada se isti model moze uspeino prilagoditi i za modeliranje

kontakta sa ispunom,
Izmedju inkrementa &vornih sila kontaktnog elementa i1 inkrementa po-

meranja Cvorova mogu se uspostaviti sledece zavisnosti:

AF = . {V: {3.51)
ns rrm

Sy . |

gde su K__, K,r, Knn podmatrice, matrice krutosti kontaktnog elementa. Podma-
tricama K__ i K _ simuliraju se dve opruge, normalna 1 tangencijalna, dok se

=
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podmatricom Ksn simulira njihovo sprezanje. KoriScenjem ovakvog elementa ne
dolazi do promene u inkrementalnim uslovima jednalinama u MKE, tako da se one
mogu napisati u sledecoj formi:

trat (i-1) | py(i-1) _ teatp | teAte(3-1) (3.52)

gde su t+Atl((i") i t+ﬁtr(*'1) matrica krutosti i vektor ekvivalentnih &vornih
sila kao i u predhodnom, s tim 5to su ovde pridodati i &lanovi koji se Jjavlja-
ju od kontaktnih elemenata. Na ovaj nalin definisan kontaktni element ne utice
na promenu broja nepoznatih u sistemu jednalina (3.52).

Da bi predloZeni model mogao da se primeni potrebno je uspostaviti
zavisnosti izmedju smiuc¢ih napona i relativnog tangencijalnog pomeranja taca-
ka kontakta kao i odgovarajuce zavisnosti za normalne napone i deformacije.
Ovakve zavisnosti u svakom konkretnom sluCaju mogu se dobiti na osnovu rezulta-
ta laboratorijskih ispitivanja i1i na osnovu opita na terenu.

a) Model normalnih deformacija

Uobidajeni dijagrami zavisnosti za ponaSanje kontakta u pravcu norma-

Je prikazani su na slici b.

o
Kn Kn
1 1
AV = V;-—VJ
61 A
av %AV AVmax
(a) (b)

S1. 5

Slika 5.a se odnosi na ponadanje kontakta izmedju konstrukcije i tla
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u normalnom pravcu. Naponom o definisana je zateZuca otpornost kontaktnog
elementa. Ukoliko kontakt ne moZe primiti napone zatezanja or = 0. Kada je

G < Op smatra se da je element pretrpeo lom usled zatezanja i normalni napon

u tom sluéaju opada na nulu. Veli&ina Av koristi se kod elemenata sa inicijal-
nim otvorom, a na s1. 5.b tj. kod elemenata sa ispunom velilina Av pokazuje

da 11 je se otvoreni element ponovo zatvorio. Sve dok se ispuna deformiSe ra-
¢una se sa manjom krutoScu Kni‘ Kada Av = avna! element ulazi u granic¢no sta-
nje pritiska i nadalje se deformiSe sa znatno vecom krutoscu. Ako ne postoji
moguénost deformisanja kontakta u pravcu normale za Kn se moZe usvojiti proiz-
voljno veliki broj 1 na taj nacin se dobija da je relativno pomeranje cvorova
kontakta u pravcu normale jednake nuli.

b) Smicu¢i model
Za opisivanje smitu€eg ponaSanja kontakta uspostavljaju se zavisnosti

izmedju napona smicanja i relativnog pomeranja Cvorova kontakta u pravcu tange-
nte. Jedna generalna zavisnost izmedju T i AU prikazano je na slici 6.

AU=Uj-Uj

S1. 6

Ovako predloZeni model u stanju Je da opise skoro sve slucajeve smi-
canja koji se dobijaju opitima. Potrebno je samo usvojiti odgovarajuce vredno-
sti parametra ¢ime se definiSu polozaji talaka A, 8, C1iD.

Za razlidite vrednosti napona a, dobija se familija krivih koje su
po obliku siine krivoj prikazanoj na sl. 6. Zavisnost izmedju smi¢uce krutos-
ti KE i normalnog napona o moze se opisati sledecim izrazima
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(3.53)

parametri Kso’ o i m mogu se odrediti na osnovu familije krivih (7, Au) koje
se dobijaju na osnovu eksperimenata pri razlicitim vrednostima napona o .
KoriZéenjem predloZenog smiluc¢eg modela moZe se lako napraviti razli-
ka izmedju vrsene i rezidualne otpornosti.
Tako na primer ako je ispunjen sledecu uslov:

f = |t] - otgd, - Cp 2 0 (3.54)

to znaci da je kontaktni element smican do sjoma tako da nadalje treba raditi

sa rezidualnim otpornostima. U slucaju opterecenja rasterefenja i ponovnog op-
terecenja vrina &vrstoca se ne mozZe povratiti. Zato se koristi reziduaina ot-

pornost kao kriterijumi Cvrstoce i pri tome se za smiCucu krutost koristi Ksa'
Pre i posle tagke A na krivej (T, Au) ponadanje smifuceg elementa je razligi-

to. Ako je ispunjen uslov:

Q= |t] - otggy - Cp 20 (3.55)

to podrazumeva da je element dostigao i11 prevaziao talku A. Na ovome delu po-
trebno je racunati veliinu Q u svakom inkrementu opteredenja i porediti je sa
velidinom Qjal koja je dostignuta tokom predhodnog opterecenja. Kada jJe

Q> Omd‘ element je na delu EB i tada se racuna sa K52 u suprotonom element

je u stanju EF {1 tada se racCuna sa Ks4‘

Ukoliko je nastupilo klizanje kontaktnog elementa, tada se ovaj pro-
blem moze tretirati kao perfektno plastiCan. Za njegovo opisivanje mogu se
iskoristiti inkrementalne jednacine plasti¢nosti koje su ve¢ ranije izvedene.

Kori3cenjem procedure prikazane u predhodnom poglaviju u slucaju ne
asocijativne plasticnosti elastoplastiéna matrica postaje:

.2 af 3G _ . ‘af 36
o) KH - % 57 37 Ko Ks 35 37 1
[ ) =2
H F 3G 2 3F 3G
Ks¥n 37 30 Ka B - Kn 56 36 J
gde je H = K F %k, gF. 2 (3.57)

Elasti¢na matrica |CE1 je usvojena u obliku
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ict] = (3.58)

Elementi matrice |CEP\, Ken i K . predstavljaju sprezanje jzmedju smicuceg i
normalnog ponasanja i pomocu nJ1h se u 1zvesnom sm1slu obuhvata efekat dilan-
cije. Da 14 ¢e se koristiti matrica IC | 117 |C | zavisi od toga da 11 smo

u stanju opterecenja ili rasterecenja.

Uzrok se nalazi u stanju opterecenja ako su jspunjeni sledeci uslo-

tt| - otgé. - C. 20
. (3.59)

& Ks3 a d * Kn %0 dv > 0
gde druga jednadina predstavlja uslov da Jje rad pri plastlcnom deform1san3u ne
negativan. U sluCaju rasterecenja koristi se matrica [C7] umesto iy J

Ako se usvoji Coulomb-ov uslov smicanja elementi elastoplasticne ma-

trice postaju:

2,
K = Ks3 © 198
S H
ko= oK
) S3 n
» =
n H
B s s Ks3* " 99y (3.60)
sn ns H
_ 2,
H = KS3 + Kn tg ¢,

Na osnovu napred izloZenog moZe se zakljuditi da se na ovaj nacin
dvoévornim kontaktnim elementima moze uspedno simulirati kontakt 1zmedju kon-
strukcije i tia kao i jzmedju dveju ili vide razli¢itih geolodkih sredina. Ova-
kav model je jednostavan za primenu i ne zahteva bitne promene u programima
koji se koriste za reSavanje problema MKE. Potrebno je samo u biblioteci ele-

menta dodati novi kontaktni element.
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3.2.4. Tanak kontaktni element

Simuliranje ponadanja kontakta dveju razli¢itih sredina uspedno se
mnoje ostvariti kori3cenjem dvoivornih kontaktnih elemenata kako je to u pred-
hodnom tekstu objainjeno. Medjutim, ovako definisani model sadrZi u sebi i iz-
vesne nedostatke. Jedan od nedostataka modela je taj Sto se njime opisuje
stanje samo u &vorovima kontakta, dok se izmedju Cvorova usvaja da je stanje
nepromenjeno u svim taikama koje pripadaju tom Cvoru. I pored svoje jednostav-
nosti ovi elementi ipak zahtevaju da se njihove matrice krutosti racdunaju na
drugaciji nacin od sralunavanja matrica krutosti elementa kojima je izvrsena
diskretizacija sredina &iji se kontakt razmatra. Zbog toga se testo za opisi-
vanje pona3anja kontakta predlaZe upotreba tankih KE stim 3to se njihove karak-
teristike usvajaju tako da 3to vernije opisuju ponadanje kontakta. Tako je
Zienkiewcz (1970) predlozio izoparametarski kontaktni elementi koji se u sus-
tini ne razlikuju od KE kojima se diskretizuju tela. P

Ghaboussi, Wilson & Insenberg (1973) su predlozili izoparamereni KE
kod koga se kao osnovne nepoznate usvajaju relativna pomeranja Cvorova na kon-
taktu sredina, &iji se kontakt razmatra.

Pored navedenim u literaturi se moZe naci jo3 veliki broj slicnih
modela.

Za opisivanje kontakta konstrukcije i tla najcedce je od interesa
smicuée ponadanje. Ovo ponasanje se moZe opisati nelinearnim elasticnim 11i
elasto-plasticnim modelima. Za pona3anje upravno na kontakt obiéno se usvajaju
velike krutosti ¢ime se prakti¢no uslovljava da pomeranja &vorova u tom prav-
cu budu jednaka.

Pored navedenih elemenata, za opisivanje kontakta uspesno se moZe
iskoristiti 1 tanak element tela. Ovim elementom se obuhvata tanka zona na
kontaktu dyeju sredina (tela). Ideja da se usvoji tanak element izgleda sas-
yim logiéno, jer se na kontaktu dveju sredina najCedce formira tanka zona ¢ije
se karaktetistike bitno razlikuju od karakteristika sredina ¢iji se kontakt
razmatra (Desai & Zaman 1984).

U osnovi matrica krutosti ovakvih elemenata sralunava se na isti
naéin kao i kod ostalih KE

tk = JBT [c*P] 8 av (3.61)
Vv

Zbog nelinearnosti problema i ovde se postavljaju inkrementaine jedna-
&ine ravnoteze
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t (i) o Wity - trate(i=1) (3.62)

Za slucaj ravnog stanja deformacije elasticéna matrica krutosti materi-
jala moZe se napisati u sledecem obiiku

€k =jc, ¢ } (3.63)

gde su uvedene sledeCe oznake:

E(l=u)
(1+v)(1-2v)
(3.64)

~ Ev

(T+w)[1=2v)

Pri ovome se predpostavlja da je smicuce ponasanje nezavisno od nor-
malnog pona3anja, 3to se moZe shvatiti kao anizotropno ponadanje.

7a nelinearno elasti&no ponasanje veli¢ine E, G i v definidu se kao
promenl jive a njihove vrednosti se odredjuju na osnovu eksperimenata najéesce
trijaksijalnog opita i opita direktnog smicanja. Ako se usvoji hiperbolicka
savisnost, tada se tangentni modul smicanja moze izraziti u siedeCoj formi

R. T

n g f 2 =

11 - ————f————*—-] (3.65)
Ca + Untg¢a

w

G, = Ky, ( 21 )
t pa

gde su: K, n i Rg parametri materijala.
Na slici 7 prikazan je tanak kontaktni element debljine t koji Je

usled smicanja poprimio relativno pomeranje &vorova §.

8

St. 7
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Na osnovu rezultata direktnog smicanja kao i na osnovu s1. 7 moZe se
odrediti tangentna vrednost moduia smicanja.

G.(0_,T,8) = ——— ¢+ 1] (3.66
il 38 P )

Tipiéni rezultati opita direktnog smicanja prikazani su na

sT. 8.
AT
Bni
8
S1. 8
Krive prikazane na sl. 8 uspeSno se mogu opisati polinomom sledeceg
oblika:
] ? 2,2
T = 6 + a0 Lt a36 + a40n6 (3.67)

gde se konstante o odredjuju metodama matematiZke statistike tako da odstupanja
izmerenih i aproksimiranih vrednosti budu minimalna, na primer metoda najmanjih
kvadrata. Kada su odredjene yrednosti ovih koeficijenata, tangentne vrednosti
modula smicanja dobijaju se na jednostavan na¢in diferenciranjem, kako je to
naglageno u izrazu (3.66).

Pored nelinearnih elastiénih modela za formiranje matrice krutosti
tankih kontaktnih elemenata koriste se i elastoplastiéni modeli. Za formiranje
ovih modela koriste se uobiajene procedure inkrementalne teroije plastignosti
koja je u predhodnom poglavlju detaljno opisane.

Za regavanje ovih fizicki nelinearnih problema takodje se maraju ko-
ristiti inkrementalni postupci sa pobljSanjima u iteracijama. O ovome e bita
redi u narednom poglaviju kada se bude govoriio o implementaciji predloZenth
modela.
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Da bi se koriicéenjem tankih kontaktnih elemenata dobili zadovo]ja-
vajuéi rezultati, veoma je vazno usvojiti pravilno debljinu tih elemenata. De-
taljna ispitivanja koja su sproveli Desai & Zaman pokazala su da se zadovolja-
vajuéi rezultati dobijaju ako se odnos t/b usvoji u granicama 0.01 - 0.1.

Na kraju moZe se zaklju€iti da se tanki kontaktni elementi mogu us-
pesno primeniti za simuliranje kontaktne konstrukcije i tla i to podjednako kod
dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih problema.

Njima se uspedno mogu obuhvatiti svi karakteristiéni oblici smiCucih
deformacija. Ovi elementi se ne razlikuju od ostalih elemenata kojima se raz-
matraju fizicki nelinearni problemi pa se mogu koristiti postojeci programi
bez ikakvih korekcija. Kao 5to je i napred relenc kori3cenje tankog kontaktnog
elementa za simuliranja pona3anja spoja dveju razliCitih geoloskih sredina i
fizigki je opravdano i logi&no, jer se na kontaktima ovih sredina obicno for-
mira tanak sloj razlig¢itih karakteristika. Napomenimo i to da se ovako defini-
sani element moZe uspeino primeniti i za redavanje problema kontakta u mehani-

ci stena.
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4, RESAVANJE MATERIJALNO NELINEARNIH PROBLEMA MKE

4.%. METODE ZA RESAVANJE NELINEARNIH JEDNACINA MKE

4.1.1. Uvod

Kao 3to se iz predhodnog izlaganja moZe zakljuéiti pri formiranju
jednaZina MKE za reSavanje materijalno nelinearnih problema, matrica krutosti
elemenata zavisi od trenutnog naponsko deformacijskog stanja. Prema tome jed-
nacine MKE postaju nelinearne. Za re3avanje ovih jednaéina razvijen je veliki
broj razlic¢itih metoda ili postupaka i one se mogu svrstati u tri osnovne gru-
pe: inkrementalne metode, iterativne metode i medovite metode. Koja ce se od
ovih metoda primeniti zavisi od prirode nelinearnog problema koji se razmatra.
Medjutim, kao zajednicka karakteristika ovih metoda je ta da se redenje nedi-
nearnog problema svodi na odredjivanje odgovarajuéeg niza redenja linearnih
problema.

4.1.2. Inkrementalne metode

Osnovna ideja inkrementalne metode sastoji se u podeli ukupnog op-
terecenja na niz manjih delova inkremenata. U okviru svakog inkrementa, vrii
se linearizacija problema. Na taj nafin, redenje posmatranog nelinearnog pro-
blema dobija se kao zbir redenja niza linearnih problema.

Pretpostavimo da je reSenje probiema u konfiguraciji t poznato a da
se traZi redenje u narednoj konfiguraciji t+at.

U konfiguraciji t obelezimo veliCine: pomeranja, ¢vornih sila koje
se ekvivalentne naponima i spoljasnje sile sa tU, ' BR respektivno.

Vektor neuravnoteienog opterecenja u konfiguraciji t je jednak nuli
pa se moZe pisati

Py =Y Uy A) = IR - F =0 (4.1)

Da bi smo nagli neuravnoteZno opterecenje u konfiguraciji t+At mo-
semo iskoristiti Taylorov red na slede¢i nacin:
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taty, - yitusan, B+ o) =
= t t - .C...li{ \ . ﬂ
= WU, A) +af AU Mt (4.2)
=2 2 R
1 Y A ] A A ‘ d 4 2
S8 ) 30,30, 't 8V 8Us + 53U It AUs8A ¢ 7 TT? aa= 4
] 3 dA

Ako pretpostavimo da je uslov ravnoteZe zadovoljen u konfiguraciji
t+at 1 ako se zanemare izvodi viSeg reda u izrazu (4.2) dobija se:

oY | 2y -
Ut AU + = AN =0 (4.3)

ag

Izvodi u izrazu {4.3) imaju sledece znacenje
ol T (4.4)

$to predstavlja tangentnu matricu krutosti u konfiguraciji t, dok ijzvod £
s obzirom na (4.1) postaje

20. 2 (hr- ) =R (4.5)
UnoZenjem izraza {4.4) i (4.5) u jednalinu (4.3) dobija se
A) R (4.8)

Zbog usvojene linearizacije, odnosno zanemarivanja izvoda viSeg reda, dobija
se redenje koje je priblizno. Koriscenjem jednaline (4.6) dolazi do akumulira-
nja greike. Ukoliko se usvoji doveljno mala veli¢ina inkrementa, reSenje koje
se dobija na ovaj nagin, u op3tem slucaju, konvergira na talnom reSenju.

Kolika je gredka moZze se zakljuéiti na osnovu kontrole usicova ravno-
te¥e u syakom inkrementu. Ovo omogucava da se izvrse korekcije u inkremental -
noj metodi ¢ime se poveCava tacnost reéenja. Ovo pobolj3anje moZe se postici
ako se desnoj strani jednaline (4.6) doda neuravnoteZeno opterecenje rw, na
taj na&in konalno se dobija:

St e bR-F -

_ H&KR_'%

~

>

=
|

>

==

=
|

Ovaj postupak je Sematski prikazan na si. 1.
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4.1.3. Iterativne metode

Cesto se za redavanje nelinearnih jednalina pored inkrementalnih me-
toda koriste i iterativne metode. Ove metode se najcedce primenjuju u slucaje-
vima kada nije potrebno pratiti proces deformisanja tela, ve¢ se za odredjeno
opterecenje trazi njegovo ravnoteZno stanje. Najednostavnija iterativna metoda
je metoda direktne iteracije (metoda sukcesivnih aproksimacija). Zavisno od
prirode problema moZe se desiti da postupak iteracija nije konvergentan.

Najeice prikazivani iterativni postupak je Newton-Raphson-ov postu-
pak. Vektor neuravnoteZenog opterecenja (rezidualnih sila) Y(u) moze se razvi-
ti u Taylor-ov red u okolini tacke YU na slede¢i nadin:

() = (o) + G AU (4.8)
pri Zemu su zanemareni svi €lanovi koji sadrie jzvode videg reda. Postavljaju-
¢i usloy da relenje t+ﬁtU ispunjava uslov ravnoteze iz (4.8) se dobija

LT p(tuy = 0 (4.9)

Ovim postupkom moZe se odrediti redenje nelinearnog problema za ukup-
no opterecenje, medjutim ova metoda se Cesce kombinuje sa inkrementalnim meto-
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dama .

Na ovaj nadin, dolazi se do kombinovanih inkrementalino-iterativnih
metoda. U svakom inkrementu opterecenja primenjuje se neka od iterativnih me-
toda kako bi se redukovalo neuravnoteZeno opteredenje.

Uzimajuéi u obzir (4.1) i (4.4) i uvodjenjem oznake

trat (1) | teat(i-1) 5y (9) (4.10)

konaéno se dobija sledeca iterativna jednalina:

troty (1-1) 4 (1) o ot _ WG0) Gy 55 | (4.11)

Poito je u Taylor-ovom redu zadrian samo prvi &lan, korekcija prira-
§taja AU(i) se koristi da bi se odredilo sledece aproksimativno reSenje kako
je to naznafeno u jedna&ini (4.10). Iterativni postupak se nastavlja dotle dok
priradtaj pomeranja ili vektor neuravnoteienog opterecenja ne postanu mali®pre-
ma unapred propisanim kriterijumima.

t
AR
I e
M dl AT
i’AtR
TR‘
] tK:t»AtKlo) t»AtF(i-i)
R ==—
t >U
u AU
thtU(l)
S

Dobra osobina Newton-Raphson-ove metode je $to veoma brzo konvergira
ka tacnom redenju, tj. metoda ima kvadratnu konvergaciju.

Sa glediita programiranja ova metoda ima nepogodnost jer zahteva
sracunavanje nove matrice krutosti i redavanje sistema jednaCina u svakoj ite-
raciji. Zbog toga je utro3ak vremena rada ralunara kod ove metode veliki.

Jedna od najceséih primenjivanih inkrementalno-iterativnih metoda
jeste modifikovana Newton-Rapson-ova metoda. Kod ove metode se tangentna mat-

rica krutosti odredjuje na pocCetku svakog inkrementa i7i posle odredjenog bro-
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ja iteracija unutar inkrementa.

Jednagine MKE za primenu ovoga postupka mogu se prikazati u sledecem
obliku

K . aU(i) o trat g t+&tF(i) (4.12)

Graficki prikaz ove metode prikazan je na ik B

AR
. /
AR
K
t
AR
! Adﬁh =
[ u
S1. 3

4.1.4, Metod konstantnog sfernog luka i metod
konstantnog inkrementa spoljnjeg rada

Osnovne te&koce u primeni predhodnih metoda za resavanje sistema ne-
jinearnih jednadina u MKE, leZe u nropisivanju inkrementa opterecdenja. Ako se
usvoji suvide mali inkrement utrodak rada racunara je veliki, ako se pak usvo-
ji veliki inkrement moze do¢i do tedkoca u konvergenciji reSenja. Najbolje je
u podetnoj fazi i¢i sa vecim inkrementima a kasnije bliZe Tomu sa manjim 1nk-
rementima.

Takodje kod reSavanja nelinearnih jednaéina za elasto plasticne mode -
le sa omekSanjem moZe doCi do problema u konvergenciji redenja, jer neuravno-
tezeno opteredenje postaje vece od inkrementa opterecenja.

Riks & Wempner (1972) su predlozili a kasnije modifikovali Cristield
& Ramm (1981) metod konstantnog sfernog luka koji se uspe$no moZe primeniti
za resavanje nelinearnih jednagina MKE.
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Osnovni c¢ilj je u pronalaZenju algoritma za automatsko nalaZenje
inkrementa opterecenja.

Za razliku od predhodnih postupaka, kod metode inkrementa konstantnog
sfernog Juka u iteracijama se odredjuje unutar inkrementa i pomeranje i optere-
¢enje. Na razvoju ovih metoda koje se baziraju na iteracijama u prostoru pome-
ranje-opterecenje radi veliki broj istrazivaca.

Iterativna jednalina za opisivanje ovoga postupka moZe se napisati
u siedecem obliku:

t auli) = (a0 4 p(iyp trht (1) (4.13)

Podto se sada i opterecenje uvodi kao nepoznato, postavija se i do-
punska jednacina kojom se ogranitava korak opterecenja,

s, aully =0 (4.14)

=

Postoji vide predloga za propisivanje jednaine ogranicenja, Mi Cemo
se ograniZiti na dva: metod konstantinog sfernog luka 1 metod konstantnog 1nkre-
menta spoljnjeg rada.

Dalje od grani¢nog opterecenja primenjuje se metod konstaninog sfer-
nog luka, U tom slucaju jednagina (4.14) postaje

tlt-mi_fl-lg Sty s Ak(i)lz s uMT () 2y (4.18)

gde su uvedene sledece oznake:

pli) o v ) Yy (4.16)
Al - je duZina Tuka

Blizu graniénog opterecenja koristi se jednadina ogranitenja kojom

se ogranicava priradtaj spoljadnjeq rada. Za prvu iteraciju ova jednacina se

moze napisati u ohliku:

gl+%mﬁh§.ﬁwﬂgw (4.17)
dok se u ostalim iteracijama koristi jednacina oblika:

(t+ﬁtk(i-1) N l &k(1)) RT LU{1: =0 (4.18)

Kod primene ovih postupaka najéeice se u prvom inkrementu umesto op-
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terecenja atAR propisuje veliZina pomeranja za neki stepen siobode pomeranja
AtU;. Zatim se procesom iteracija unutar oveg inkrementa odrede, srazmerno
spoljasnjem opterecenju, sva ostala pomeranja kao i velifina opterecenja koje
je ta pomeranja prouzrokovalo. U ovome radu nece se davati detaljan prikaz to-
ka iteracija a §to je detaljno uéinjemo u literaturi K.J. Bathe {1980), Bathe
& Dvorkin (1983), Crisfield (1983) itd.

U ostalim konfiguracijama 2at, 3At,..., na pocetku svakog inkrementa
sracunava se duZina koraka opterecenja Al

Al =B /U U+ 2% (4.19)

Gde su uvedene oznake:

(4.20a-b)
s o by o tHAL o

Konstantom B poredi se duZina koraka opterecenja predhodnog inkremen-
ta sa duZinom koraka tekuéeg inkrementa opterecenja. Proces iteracija, Sematski
je prikazan na s1. 4. Sa procesom iteracija se zavrdava koda prirastaj rada ne-

}\.A
(2)
A ~
I/ ‘.T /
‘\
\
\\
N alke
O LR RS
—
=~ K U2
=5 S <
< t (1) (2)
< U J AU AL\]J
7 ”
AU
S1. 4

uravnoteZenog opterecenja u odnosu na rad u prvoj iteraciji, bude manj1 od una-
pred propisanog odstupanja.
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Ovaj uslov moZe se opisati sledecom jednacinom:

)L (et (1) _ tatg(i-1))

TOL (4.21)
art) o @ LRy

4.2. ALGORITMI ZA INTEGRACIJU ELASTC-PLASTIZNIH
KONSTITUTIVNIH JEDNACINA

4.2.1., Uvod

U predhodnom delu prikazani su postupci za reSavanje nelinearnih jed-
naZina MKE. Ovi postupci su op3ti 1 mogu se koristiti za re3avanje problema
geometrijske nelinearnosti i problema materijalne nelinearnosti. Na poletku MKE
na reavanju materijalno nelinearnih problema najce3ce su koriScene metode, po-
Cetnih deformacija (initial strain) i metode podetnih napona (initial stress).
0d tada do danas razvijen je veliki broj metoda i postupaka kojima se ovakvi
problemi znatno pouzdanije i efikasnije resavaju. Zbog velikih razlika u pona-
Zanju razlic¢itih materijala tedko je na¢i jedinstven metod koji Je stabilan,
tacan i efikasan pri reSavanju. UopsSteno mo3e se reci da se za re$avanje elas-
to-plastiénih problema danas skoro redovno koriste inkrementalno-iterativni
postupci. Posmatrajmo jedan proizvoljan korak u MKE. Pretpostavimo da nam je
reienje poznato u konfiguraciji t i da se trazi redenje u konfiguraciji t+at.
Osnovna jednalina koju pri ovome treba red§iti je

Pretpostavimo da smo kao resenja jednadine (4.22) dobili pomeranja t*&tu(“1)

koja odgoyaraju vremenu t+At posle (i-1) iteracije, da bi se sratunao inkreme-
nt pomeranja ﬁU(1) potrebno je rediti sledecu jednalinu:

t-_;-AtK(-i-]) &U(‘i) t-i-f_\tR t+&t (1-1) (4.23)

ppri formiranju sistema jednadina (4.23) potrebno je sracunati matri-
» A {._“ . . . . R
cu krutosti | st 1= 5 yektor ekyivalentnih &vornih sila. Uz pretpostavku da

spoljasnje opterecenje ne zavisi od pomeranja iz jednaline (4.23) se dobija:

t+atK(1—1) _ oF

==at] |t+atu(i—1) faiet)
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Vektor ekvivalentnih &vornih sila sraCunava se iz siedece jednaline:

trato(i-1) _ [ gT . tat (i-1)

V.

. dv (4.25)

Da bi smo mogli da sraiunamo ove sile potrebno je predhodno da sracu-
namo napone u svim tackama numerilke integracije. Ovi naponi se sracunavaju iz
siedecdeg izraza:

. t+&t€(1-1)
trat (i-1) |t f C - de (4.26)

+

tE
Zna&i pri redavanju elastoplasti¢nih problema javijaju se dve osnovne teskoce:

1) Odredjivanje naponskog stanja na osnovu poCetnog stanja i poznatih
inkremenata deformacije,

2) Odredjivanje dovoljno tacno naponsko deformacione zavisnosti, neo-
phodne za srafunavanje tangentne matrice krutosti. .

Taénost sradunavanja tangentne matrice krutosti moZe se odraziti na
brzinu konvergencije, dok preciznost sa kojom se sracunavaju naponi ima direktan
uticaj na tacnost Citave analize. Svaka greSka koja nastane pri srafunavanju
napona ne moze se eliminisati kasnije u procesu redavanja a kod kompleksnih
problema veoma ju je tesko identifikovati.

Problem sracunavanja napona na osnovu poznatih inkremenata deformaci-
ja svodi se na integraciju konstitutivnih jednadina elastoplastiénih problema
kojima se opisuje ponadanje materijala.

Konstitutivne jednacine kojima se opisuje elastoplasticno ponadanje
razli¢itih materijala mogu se u generalnoj formi prikazati na sledeCi nalin:

g T Biga T T
(4.27 a-d)
o= %r (0.9)
1 2 J
q=xh (0,9)

Jednacinom a) izraZeno je svojstvo aditivne dekompozicije tenzora deformacije
na elastican i plastian deo. JednaCinom b) definisan je generalisani Hooke ov
zakon pomocu koga je uspostavljena veza izmedju tenzora napona i tenzora elas-
tiénih deformacija preko tenzora krutosti materijala gijt?'
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Jedna&inom c) izrazava se generalno neasocijativni zakon tecenja za inkremente
plasti¢nih deformacija. I konatno jednaline d) definisu neki pogodan skup za-
kona ojatanja. Velicinom rys definisan je pravac plasticnog teéenja, h su plas-
tiéni moduli i A je parametar plasti¢nosti koga treba odrediti.

Za vreme procesa plastiénog tefenja moraju biti zadovoljeni uslovi
plastiéne konzistencije tj.

¢ =35 035 ¥ 5q 4, = N5 % +E+q =0 (4.28)

kojima se postavlja uslov da korigovani napon moZe doseci do povrsi popusdtanja.
Prihvatljiv algoritam integracije konstitutivnih jednaina treba da zadovolji
sledece zahteve:

a) treba da bude konzistentan sa konstitutivnim relacijama koje se integrisu,
b) da je numeriiki stabilan, c) mora da zadovolji uslove plasticne konzistenci-
je i d) da je dovoljne talnosti.

Postoji vise predloga za integraciju konstitutivnih jednagina, og ko-
jih se najvide primenjuju tri i to: 1) eksplicitna Eulor-ova integracija unap-
red, 2) implicitna integracija koja se zasniva na trapeznom pravilu i 3) impli-
citna integracija koja se zasniva na pravilu sredidne tacke.

4,2.2. Euler-ova integracija unapred

Algoritmi koji se zasnivaju na Fuler-ovoj integraciji unapred za in-
tegraciju konstitutivnih jedna¢ina mogu se opisati sledeCim skupom jednacina:

t+Atg =D : (t+ﬁt€ _ t+At€p)
tﬂ‘tep = L-:p + A tr'

{4.29 a-d)
t+Atq = tq " tl . h

tHdt, _n

Simbolom (:) oznaen je dvostruko kontrakovani tenzorski proizvod.
U jednacinama (4.29, a-c) veliCine oznalene sa indeksom t su poznate veliCine:
napona, deformacija, plastiénih deformacija i plastiénih promenljivih u konfi-
guraciji t.
t+At

Velidine € ,t+at€. t+&tq su nepoznatée y konfiguraciji t+bt,

. A ‘s N +AT
dok nam je u ovoj konfiguraciji poznata veli&ina totalne deformacije A €.



103.

A je parametar koji se moZe odrediti iz uslova plasticne konzisten-
cije.

Jednagine (4.29 a-d) mogu se napisati na sledeci nacin:

trat, | BBt 5y p ;b
t+ t

B = Tq + 2t (4.30 a-c)
EAL, _ o

Geometrijsko znalenje jednaZina (4.30) prikazano je na slici 5, pri
Zemu je uvedena sledeca oznaka:

*
GOt X g, p . (PHBE Lt

p('6'q)=0

S1. 5

Korekcija napona vrdi se u dva koraka. U prvom koraku sralunava se
napon t+&ta* koji se dobija integracijom elastidnih konstitutivnih relacija.

Ovaj napon pretstavlja elasticno predvidjanje. Zatim se u drugom
koraku vrii korekcija ovoga napona tako da se zadovolje uslovi plasticne kon-
zistencije i da se napon spusti na korigovanu povrs popuStanja u konfiguract-
ji t+at. Osnovni nedostatak ovoga postupka je u tome 3to se usiovi tecenja za-
dovoljavaju u konfiguraciji t a ne u konfiguraciji t+At, tako da 1 u slu€aju
asocijativne plasticnosti inkrement plasticne deformacije nece biti uspravan
na povrd popustanja. Greika je utoliko veca ukoliko je veci inkrement optere-

¢enja i ukoliko je zakrivljenost povrsi popustanja veca.
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4,2.3. Trapezno pravilo

Klasa algoritama koji se zasnivaju na trapeznom pravilu za integraci-
ju konstitutivnih relacija (4.27) mogu se opisati sledeéim skupom jednalina:

Tty g o (PR L EAE

t+At. _ t - t t+At
& = S +x[{(1-2a) T+ r]
(4.31 a-d)
t+Atcp =0

Jednagina (4.31) definisano je proSireno trapezno pravilo integraci-
je. Gde je a algoritamski parametar i krefe se u granicama o |0,1]. Kao i u
predhodnom sluaju jednaCine (4.31) se mogu preurediti i napisati u sledeCoj

formi

WAt . t+AtJ* -xD: [(1 -a) 'r+o t+&tr]

1:+Atq _ tq + A[U - o) LR tﬂth} (4.32 a-c)
E trht, _ o tHAt, Aty g

Graficka interpretacija jednaCina (4.32) prikazana je na sl. 6.

kAtS. =D (bAtE_ tE)

1-L)tr-A

‘N!utsl tonq )20

¢('6,'9)=0

S1. 6
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U ovom slu€aju napon se sa elastinog predvidjanja u dva podkoraka
preslikava na korigovanu povrd popuStanja. U prvom podkoraku napon se projektu-
je u pravcu normale na povrd popudtanja u trenutku t a u drugom, tako korigo-
van napon se preslikava na povrd popudtanja u pravcu normale u trenutku t+At.

Predlozeni algoritam moZe se svrstati u grupu algoritama sa povrat-
nim preslikavanjem i njega je prvo predloZio Wilkins (1964). Ovim algoritmom
mogu se razmatrati modeli sa nesocijativnim tecenjem i proizvoljnim zakonom
ojacanja. Pogodnim izborom parametra o moZe se uticati na povecanje tacnosti
integracije.

4.2.4, Pravilo sredisne talke

Ova klasa algoritama moZe se opisati slede¢im skupom jednalina:

gD (t+ﬂte - ¢}
t+AT t t+o
E = 1§ + X
b~ p Y
(4.33 a-d)
t+Atq _ ‘tq + 3 t+ah
t+At¢ -0
pri €emu su uvedene sledee oznake:
tray - r[1?-u,to + o t+ﬁtr, (1-a) tq + o t+&tq1
(4.34 a-b)
trop - h[(1-a)ot o 0% (1eq) Yq 4 a t+ﬁtq]

Na slici 7 prikazano je geometrijsko znalenje ovoga algoritma. Sa
slike se vidi da se pravilo srediste tatke takodje moZe shvatiti kao algoritam

U0 tox pres]ikava

povratnog preslikavanja kod koga se elastiéno predvidjanje
na pogodno korigovanu povr$ popuStanja u pravcu normale na povrs§ popudtanja
dobijene u sredidnoj tacki.

Jasno je da se ovaj algoritam poklapa sa Euler-ovim algoritmom in-
tegracije unapred za slutaj a = 0.

Tagnost algoritma 4.2.314.3.4 srazmerna je tredem stepenu inkrementa
At. Za male inkremente najbolje je usvojiti o = 1/2. Ye€e vrednosti o mogu da-
ti izvesne prednosti u tacnosti i stabilnosti pri vedim inkrementima opterece-

nja. Pravilo sredidne taCke bezuslovno je stabilno za o > 1/2 nezavisno od
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zakrivljenosti povrsi popudtanja. Zbog toga pri izboru algoritma za integraci-

teat _x
(5}

t+At6 rcun =0

-1

S

zakrivljenosti povrii popustanja. Zbog toga pri izboru algoritma za integraci-
ju konstitutivnih jednaéina prednost treba dati pravilu srediSne taclke.

U dosadadnjem izlaganju opisane su u najop3tijem obliku metode inte-
gracije elastoplastiénih konstitutivnih jednalina. Na osnovu ovih generainih
postupaka razradjene su posebne metode koje su neophodne za konkretnu inplemen-
taciju pri re3avanju elasto-plastiinih problema MKE.

Pokazano je na osnovu velikog broja istrazivanja da se dobija znatna
uiteda u radu racunara ako se usvoji manji broj vec¢ih inkremenata. Da bi se pri
ovome dobila zadovoljavajuca tagnost potrebno je posebnu paZnju posvetiti tac-
nosti integracije elasto-plastiénih jednatina. Opisacemo sada neke od metoda
koje su naile primenu u konkretnom redavanju ovim problemima.

4.2.5. Sabinkrementalna metoda

Pre nego 3to predjemo na prikazivanje ove metode pokazimo najpre neke
od problema koji se javljaju pri integraciji u jednom koraku.

Neka je u trebutku t poznato kompletno naponsko deformacijsko stanje.
Nanosi se slede¢i inkrement opterecenja i re¥avanjem jednacina ravnoteZe odre-
djuju inkrementi pomeranja svih Cvornih tacaka. Na osnovu ovih inkremenata mo-
gu se u svim Gauss-ovim talkama numericke integracije sracunati inkrementi de-
formacija Ac.

Na osnovu aditivnog svojstva tenzora deformacije, ukupni inkrement
tenzora deformacije moZe se rastaviti na elastican i plastican deo
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ae = Ae® + acP (4.35)

Pretpostavimo takodje da nam je na osnovu eksperimenata poznata zavi-
snost izmedju efektivne plastigne deformacije i efektivnog napona. Koridcenjem
ove zavisnosti i Hukovog zakona jednadina (4.35) moZe se prikazati u siedecCem
obliku:

se = 107" a0} + aEP =2}y -
017 e +HraE{ &), -
= (4.36)
se = ip)7! {aa} # HF {20} 22 L,

U jednaini (4.36) neodredjena je vrednost inkrementa napona {Ac}.
VeliZina H” predstavlja plasticni modul 1 jednaka je tangensu ugla na krivﬁ
G = 5(eP). Dok veligina { %% }, definiSe pravac normale na povrd popustanja u
trenutku t. Osnovni pr0b1em1 pfi redavanju jednacine (4.36) leii u tome 3to
se nagib na povrs popustanja racuna na poéetku inkrementa a ne na kraju i sto
zavisnost (3, ) moZe biti nelinearna $to znatno otezava reSavanje, i smanjuje
talnost.

Da bi se prevazidli ovi problemi preporucuje se primena sabinkremen-
talne tehnike. Ukupan inkrement deformacije deli se na m jednakih sabinkremena-
ta. Tako da dobijamo:

de = de/m (4.37)

sada se jednadina (4.36) moZe napisati u sledecem obliku:

de, = (07" {dog} + H'F(doy) | 52 14 (4.38)

gde (i) oznacava broj sabinkrementa. Detaljna strategija primene sabinkremental-
ne tehnike prikazana je u referencama D. Bushnell (1977) i N. Ottosen & O.
Gunneskov (1985}.

Na osnovu jednaCine (4.38) moze se zakljuéiti da se priradtaj napona
do; dodaje na postojece naponsko stanje na potetku sabinkrementa i da se pra-
vac normale plastinog tefenja racuna na poletku sabinkrementa. Prema tome ova
metoda integracije spada u Euler-ovu metodu integracije unapred. Pri ovome
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posebnu painju treba posvetit1 izboru broja sabinkrementa. Ovaj broj treba da
bude takav da se¢ zavisnost (8, é) sa dovoljnom tadno3c¢u unutar inkrementa moze
Tinearizovati. ObiZno se preporucuje da veliCina sabinkrementa ne treba da bude
veca od 1% od veli¢ine inkrementa deformacije.

Sa povecanjem broja sabinkrementa moze se povecati velifina inkremen-
ta opterecenja a da se pri tome ne smanji ukupna tagnost analize. Prema nekim
jstraZzivanjima udeo sabinkrementalne integracije elastoplasticnih jednalina je

oko 15% od ukupnog rada raCunara na resavanju problema.

4.2.6. Algoritam povratnog preslikavanja

Nedavno je u radovima Simo & Ortiz (1984) predloZena Zitava klasa al-
goritama koja se moZe primeniti na veoma generaine klase elastoplastiCnih mo-
dela. Ovi algoritmi se zasnivaju na metodologiji rastavljanja operatora. 5§ ma-
tematickog stanovista algoritam predstavlja kontrakcijsko preslikavanje u go—
godnom Hilbert-ovom prostoru i prema tome je bezuslovno stabilan. Geometrijski
algoritam povratnog preslikavanja (return mapping algoritham) sastoji se u iz-
nalaZenju minimainog rastojanja od tacke do skupa tataka na konvenskoj povrsi
popudtanja. U specijalnom slucaju von Mises-ovog uslova popudtanja sa izotropnim
ojaganjem nije tedko pokazati da se algoritam svodi na algoritam radijalnog
povratka. Predlozeni algoritam ima sledece karakteristike odnosno podrucje pri-

mene:
a) nelinearno elastifan odgovor,
b) netrivijalni uslovi poputanja koji zavise od srednjeg napona,
c) nelinearni zakon ojacanja i
d) modelom se moZe obuhvatiti ojaganje, perfektna plastiCnosti i
omekSavanje.

Ovim algoritmom se dobijaju zadovoljavajuce tagnosti osim za izuzet-
no velike inkremente opterecenja.

Pretpostavimo da je elasto-plastiéni model tla opisan skupom konsti-
tutivnih jednaéina (4.27, a-d). S obzirom na aditivnu strukturu ovih relacija

mozemo ih rastaviti na dva podskupa:

de = de® + deP = f(t)

do= D(ee, q)+de
(4.39 a-d)
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de = det + de” = O

o e p
do = - D(e™, Q) de (4.40 a-d)
de? = dx r{g, Q)

dg = dx h(g, a)

Moje se primetiti da desne strane jednaéina {4.39) i (4.40) zajedno
daju desnu stranu jednalina (4.27). Dobra strana predloZenog algoritma je ta
$to on koristi samo osnovne funkcije bez trazenja njihovih izvoda, koj1 se u
nekim slucajevima veoma tesko odredjuju.

Ovo rastavljanje se moze protumééﬁtf na slede¢i nadin: Saiﬁésno 3ed-
nadini (4.39) neelastitni odgovor materijala je zamrznut. Drugim recima plasti-
Zne deformacije i promenljive stanja zadriane su nepromenjene i ukupna propi-
sana deformacija podrazumeva se da se deZava na racun elastiénih deformacija.
ove jednacine se mogu jednostavno integraliti i odrediti napon (o = o(ee, q),

dok su plasticne promenljive zadrzane i jednake su svojim pocetnim vrednostima.

U jedna¢ini 4.40 posSto je de = 0 ponasanje odgovara ponasanju krutog

tela. Jednadine 4.40 b i d s obzirom na jedna&inu 4.40 ¢ mogu se napisati u sle-
dec¢oj formi:

%% - D(o.q) : r(c,q)

n

(4.41 a-b)

[+ T
o - el

Koje pretstavljaju skup rejaksacionih jednagina za proracun napona 1
plasticnih promenljivih. Ovim jednadinama se definise naponsko spusdtanje od ela-
sti¢nog predvidjanja na odgovarajucu povrs popudtanja. Za izotropan von Mises-
ov model ova putanja Jé radijalna. Za netravijialne modele potrebno Je da se ova
putanja racuna numericki. Za to se moze primeniti sledect algoritam:

U svakom koraku, funkciji popustanja ¢ se linearizuje u okolin1 te-

ku¢ih promenljivig stanja, t+&t(;]’, t+atq{" tako da dobijamo



b < :;f¢:t”i1]‘ t+atq(i)) 4 %% (t+at0(i), tﬂ}.tq(i)):(Cj ) t+AtG(i))

Sé (Rt (1) wat (1)) g o tat (1)y ¢

B} t+At¢(i) , teat (1) (o - t+At0(i)) . t+atg(1) T t+ﬂtq(1):

(4.42)

Diskretizacija relaksacijonih jednacina (4.41) moze se izvr$itl na sledecl na-
¢in:
t+ﬁt0(1+1) _ t+atc(1) - - AL . (t+atn(1) ; t+Atr(1))

(4.43 a-b)

t+at_(i+1) _ t+at, (1) t+ﬁth(1)

= AX -«

gde je Ax inkrement parametra plasticnosti i moze se dobiti unodenjem jednalina
(4.43) u jednaCinu (4.42) 1 izjednacavanjem funkcije popudtanja sa nulom tako

da se dobija:
t+At¢(i)
t+AtV(i) , t+ﬂtD(i) : t+ﬂtr(1) _ t+ﬁtc(i) : t+ﬁth(1)

Al = (4.44)

Kada je odredjenoc 4 iz jednalina (4.43) odredjuju se korigovane vrednosti napo-
t+at0(i+1) t+&tq(i+1)

na i plastiénih promenljivih
Sa ovim iteracijama se nastavlja sve dok uslovi plastiCne konzisten-
cije nisu zadovoljeni do propisane tacnosti. Na primer:

t+ot, (i+1)

o t+Atp(o)

< TOL gde je TOL << 1 . (4.45)

Geometrijska interpretacija prikazanog algoritma data je na slici 8.

tutB(O)

p=const.
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U novije vreme za integraciju elastoplastiinih konstitutivnih jedna-
gina sve se vise primenjuju implicitni postupci. Kod ovih postupaka, uslovi pias-
ticnosti se zadovoljavaju u konaénoj konfiguraciji. Na taj nacin, nezavisno od
poetnog stanja, problem se svodi na redavanje sistema nelinearnih algebarskih
jednacina.

Kada su odredjene vrednosti napona i plastiZnih promenljivih stanja
na kraju inkrementa opterecenja, nije tesko odrediti tangentu elasto-plasticnu
matricu krutosti materijala koja nam je potrebna za sratunavanje tangentne
matrice krutosti konalnog elementa.

Napred opisani postupci integracije elastoplasti¢nih konstitutivnih
jednadina su opdti i mogu se primeniti na sve elastoplastilne modele. Medjutim,
gesto se za odredjene modele razvijaju posebni postupci, odnosno algoritmi koji
su podesniji za te modele.

Prikazimo sada u najkracim crtama algoritme za redavanje hipoelastil-
nih modela i modela sa kapom u MKE.

4.2.7. Hipoelastitni model

U predhodnom poglavlju pri opisivanju hipoelastidnih modela ukazano
je na te¥koce koje se javljaju pri sraunavanju naponskog stanja iz poznatih in-
kremenata deformacije. Zato se kod primene ovih modela u MKE najée§ée primenjuje
samo inkrementalini postupak bez poboljSanja u interacijama. Zahtevana tacCnost
obi&no se postize povecanjem broja inkremenata opterecenja.

PokaZimo sada kako se i kod primene ovakvih modela moze odrediti sta-
nje napona koje odgovara poznatom stanju deformacije.

Pretpostavimo da su u poletnoj konfiguraciji t poznate veligine ten-
i1 e
(2.31) 1 (2.35) mogu se sracunati tangentne vrednosti moduia deformacije i

. R . e - .
zora napona i tenzora deformcije oF respektivno. Koriscenjem 1Zraza

Poisson-ovog broja Et i o Sa ovim vrednostima sracunava se matrica krutosti
U MKE za merodavni inkrement opterecenja . Nancdenjem sledeceh inkrementa Op-
terecdenja i redavanjem jednaéina MKE dobija se inkrement pomeranja odnosnc de-
formacije u svim talkama numericéke integracije. Sabiranjem inkrementa deforma-
cije sa deformacijama u po¢etnoj konfiguraciji, dobija se stanje deformacije u
konfiguraciji t+At posie prve iteracije. Ovome stanju deformacija odgovara sta-
nje napona koje ne zadovoljava konstitutione jednaline.

U ovome radu prediaZe se jedan postupak za sraCunavanje napona u kon-
figuraciji t+at koji zadovoljavaju i uslove ravnoteze 1 konstitutivne jednacine.

Polazec¢i od rezultata CID opita, dilatacija o, moze se prikazati
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sledecom hiperbolinom zavisnosSCu
€y = — (4.46)

gde je

f-0-Flog (2) (4.47)

Fa
Parametri d, G i F se odredjuju na osnovu eksperimenata i1 za odredje-

ni materijal smatramo ih poznatim veli¢inama. Kada su nam poznate velicine dila-

tacija . 7 €4 12 jednadina 4.46 i 4.47 mogu se odrediti napon oé na sledeci

nadin:
Egﬁl—;—ilfi =G - F Tog ( 73 ) (4.48)
-l p1
odnosno posle sradjivanja se dobija >
_% @ 83(1-d€1) :
75 = py + 10 1 (4.49)

Kada je poznata vrednost napona o. i poznata vrednost dilatacije
€, na osnovu izraza {(2.22) moZe se sracunati i vrednost napona oy. Na ovaj na-
Zin odredjeno je stanje napona koje odgovara stanju dilatacija £, i €3 i koje
zadovoljava usvojene hipoelastifne zavisnosti. Ovakav postupak treba primeniti
u svim tackama numeritke integracije. Sada se sa sralunatim naponima na poznati
naéin mogu sracunati ekvivalentne vorne sile u KE. Razlika ovih sila i &vornih
sila od spoljadnjeg opterecenja koje se primenom nekog od napred opisanih pos-
tupaka moZe izbalansirati.

Ovako predlozeni postupak omoguCava da se i kod hipoelastiénog mode-
la primene inkrementalno-iterativni postupci. Ta&nost postupka je veca ukoliko
putanje napona u tlu ne odstupaju znaajnije od putanja napona u CID opitima.

Druga od teSkoca koje se javijaju kod primene ovoga modela jeste
kriterijum opterecenja rasterecenja. Ove tedkoce nastaju zbog toga, 5to se pri
nekoj kombinaciji opterecenja moze povecavati devijatorski deo tenzora napona
a smanjivati sferni 1 obrnuto. U takvim situacijama nije jasno da 1i se nalazi-
mo u fazi opterecenja ili rasterecenja tla.

Prema Duncan and Chang-u module pri rastereéenju ponovnom opterecenju
treba koristiti kada je tekuci maksimalni smi¢uéi napon manji od maksimainog
smicuceg napona dostignutog od opterecenja do tada. Ovakav kriterijum je adek-

vatan samo kod meterijala kod kojih je ugao unutradnjeg trenja ¢ = 0. Kod mate-
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rijala kod kojih je kohezija c = 0, kao kriterijum treba koristiti odnos napona

Cesto se u numerickim analizama koristi konstativna vrednost Poisson-
ovog broja v. Pri malim vrednostima modula elasticnosti Et usled velike vrednos-
ti devijatora napona, pri malim inkrementima sferne komponente napona dolazi do
znacajnijih zapreminskih deformacija, Sto se ne desava u realnom tlu. Da bi se
jzbegao ovaj nedostatak obi¢no se modul kompesije sraunava na aosnovu Ei a mo-
dul smicanja G na osnovu tangentne vrednosti modula Et'

U ovom radu kao kriterijum opterecenja/rasterecenja predlaze se koris-
cenje reciproéne vrednosti faktora sigurnosti na lom tla u sledecem obluku:

» (ci - ﬂj) (1 - sin ¢)

2(c cos ¢ + o5 sin ¢)

FSP

(4.50)

Modul rasterecenja/ponovnog opterecenja treba koristiti u svakoj tac-
ki numeriéke integracije u kojoj je Fsr manje od bilo koje do tada sracunate

vrednosti F__.

4.2.8. Model sa kapom

Prikazimo sada neito detaljnije algoritam modela sa kapom koji su pre-
dlozili Sandler & Rubin (1978). Ulazne veliline u predloZenom algoritmu su kom-
ponente stanja napona tUii 1 parametar ojacanja "%y posmatranoj konfiguracij1
t. Neka je u trenutku At do3lo do priraStaja tenzora deformacije Aejj. Pomocu
predlozenog algoritma sracunavaju se vrednosti napona t+2[oij i thaLy konfigu-
raciji t+at.

Prvi korak u algoritmu sastoji se u sracunavanju elastiénih napona

tz. elasti¢no predvidjanje.
t+at B U _ 26
Giq = T3y 7T (K ~% )EKKéij + ZGaeij (4.51)

U ovoj jednaéini koriste se modul zapreminske deformacije 1 modul smicanja K i
G na po&etku koraka, odnosno odredjeni su sledecim izrazima:

Kt %)

=~
[

- (4.52 a-b)
ot t
6( 7/ d5ps K)

o
|
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Zatim se sraCunati naponi Y"ﬂ":,._ testiraju da bi se proverilo zado-
voljenje slede¢ih kriterijuma: -

(i) granica zatezanja

(i1) anvelopa loma

(1i1) kapa

Ukoliko nijedan od napred navedenih kriterijuma nije prekoralen, ma-

teriial se ponada elasti¢no, parametar k ostaje nepromenjen 1 naponi u konacnoj
tHAL,  _ tHALE

1] 1j°
Ukoliko je uslov (i) prekoralen, nastaje lom usled napona zatezanja.

konfiguraciji t+at jednaki su sraunatim elasticnim naponima

U ovom sluCaju J, = T, gde je T dozvoljeno hidrostaticko zatezanje. Konalni na-
poni u tom slucaju postaju ?‘ = T1 SH = 0. Pri ovome dolazi do promene plastic-
ne zapreminske deformacije koja se sracunava na sledec¢i nagin:

Aep = Ae

P = teyy - (3% - 3,)/3K (4.53)

Promena parametra ojacanja k odredjuje se na osnovu zakona ojaéS%ja,
odnosno na osnovu poznate relacije izmedju Aee i k.

Ukoliko uslov (i) nije prekoraCen, napon OEJ se kontroliSe s obzirom
na anvelopu loma, uslov (ii). Ako je ;; > L(k) 1V ~E: > FF(J%), tada se prime-
njuje postupak anvelope Toma, koji se zasniva na sledeéim jednalinama: Pretpos-
tayimo privremeno da je za stanje napona lri- zadovoljen uslov loma tj. da je
ispunjen slede¢i usiov:

. *

Y=V dap = fF;Jf] =0 (4.54)
Za elstiéni pokudaj ovaj uslov nije zadovoljen pa se dobija
3 £ E
floy:) = v dap - FF(J1) =f >0 (4.55)

Inkrement plasticne deformacije sracunava se iz zakona tecenja, koji
se u ovom sludaju moZe prikazati u sledeéoj formi

o)
"
A

" ! -. (4.56)

RELES AT Md0 5 3 — i

: T AT L

Paramecar A. odredjuje se iz uslova da je pri plastic¢nom telenju totalni diferen-

cijal funkcije popustanja jednak nuli.

-
3 i

af = 3 4o, ¥ — of 5. .ds,. =0 (4.57)

801 273, Wigh TV

(9




115.

Polazeci od Cinjenice da je inkrement totalne deformacije jednak zbi-
ru inkremenata elastiénih i plastiénih deformacija i kombinovanjem jednalina
(4.56) i (4.57), dobija se slede¢i izraz za sraCunavanje nepoznatog parametra X:

e jqr (?fJ_’] Sij 7 B8y
- - e A 4 (4.58)
ok ()46 L= )?
| (v JZD)

Na osnovu odredjenih algebarskih transformacija i koriScenjem predho-
dnih izraza za sraunavanje zapreminske plasti&ne deformacije dobija se sledeci

izraz:
35E O F
o 3J1
AEV = al-_-': " (4-59 ]

K (=) +6
MoZe se pokazati da ova jednalina vazil 1 u slucaju kada se napon t?-_
nalazi unutar anvelope loma. Kada smo koris¢enjem izraza (4.59) sracunali inkre-
ment zapreminske plasticCne deformcije, nova vrednost invarijante napona J1, od-
redjuje se iz sledeceg izraza:

Jy =9 - 3K aef) (4.60)
Ako je J1 < L (tK) tada se naponska tatka nalazi na preseku odvojnice
loma i kape, u tom slucaju moraju biti zadovljeni sledeci uslovi:

Kk = K
(4.61 a-b)
3y = LK) = L)

Ako je ;1> L(tK), naponska tacka leZi na obvojnici loma, pri tome
se zadriava predhodno sraiunata vrednost J1 dok se konaina vrednost parametra

ojacanja K mora odrediti.

K = min(Jys 0, Tk + —= 4e7) (4.62)
353 i

Podto su velicine J‘ i k odredjene, proracun loma se zakljucuje od-
redjivanjem devijatorskog dela tenzora napona
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Siy = =" % (4.63)
v JZD

Ukolike nijedan od usiova (i) 1 (ii) nije prekoracen tada se testira kapa. Ako

;ﬁr > F ( E, 'K) tada se pri-

menjuje postupak kape. Ovaj algoritam je u stvari jedan iterat1vn1 postupak u

sy ispunjeni slede¢i uslovi X(tK) < JE < L({" K) i

kome se pretpostavlja vrednost parametra ojacanja « a zatim se testira i pode-
Zava tako da se zadovolje potrebni usiovi. U najkrecim crtama postupak se sas-
toji u sledecem: Za svaku pretpostavljenu veli¢inu parametra K srafunavaju se
sledece veliine

8P, X(K), L(K) 1 9y = 3§ - 3Keaeh (4.64)

Ukoliko je Jy < X(x) potrebna je manja vrednost parametra ojaCanja
k, dok ukoliko je
pak se nastavlija sve dok se ne zadovolje napred navedeni uslovi. MoZe se poka-

Jy > L(K) potrebna je veca vrednost parametra ojacanja. Postu-

zati da je odgovarajuca vrednost parametra ojacanja k ona za koju je sa zadovo-
1javajucom tacno3cu zadovoljena sledec¢a jednalina:

oD " T30 ' Y2D (4.65)
gde je uvedena sledeca oznaka:
d ==5=13 (4.66)

1 *TYaK

Polazeéi od toga da su devijatori napona elastiénog pokudaja i stvar-
nih napona povezani sledecom jednacinom

p E
1j + 26 fel Sig (4.67)

i koriiéenjem uslova tecenja na povrdi kape koji daje

AeR. = - 5, —— (4.68)
i /1
[SRVEES 4 U2D
dobija se jednalina (4.65).
Kada je odredjena vrednost parametra kK koja sa zahtevanom tacnoscu

—_—

zavodoljava jednadinu (4.65) sraGunavaju se velicine J, iy AP Kombinovanjem
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jednaiina (4.65), (4.67) i (4.68) dobija se sledec¢i izraz za sralunavanje de-
vijatorskog dela napona koji odgovara zadatom prirastaju deformacija

gsp =il ok (4.69)

v J3p

-
L]

-
[}

Na ovaj natin odredjeno je novo naponsko stanje i parametar ojacanja
usled zadatog priradtaja deformacija. Zatim se prema napred opisanom postupku
sracunavaju u svim KE ekvivalentne évorne sile a iz njih 1 neuravnoteZeno opte-
recenje. Sa iteracijama se nastavlja sve dok se uslovi ravnoteze ne zadovolje sa
zahtevanom tacéno¥cu. Ovim postupkom su zadovoljeni i uslovi ravnoteze i konsti-
tutivne jednaline. Takodje je odredjena i veli¢ina parametra ojafanja « koja
uzima u obzir "pamti" naZin nano3enja opterecenja. Pre nego 3to se nanese sle-
dec¢i inkrement opteredenja sradunavaju se nove vrednosti u svim tatkama numeri-
Eke integracije modula K(Jl,K) i G(V JzD,K) a na osnovu njih i matrica krutosti
KE.

4.3. PROGRAM DIS

Na osnovu do sada jznetih teorijskih razmatranja napravijen je pro-
gram za elektronski racunar napisan na FORTRAN IV jeziku. Kao osnova za pisanje
ovoga programa iskorisceni su odredjeni delovi dobro poznatih programa NONSAP
i ADINA autora Klaus Jirgen Bathe-a.

Celokupni proces re$avanja u programu DIS podeljen je na tri faze:

1) Ulazna faza

U ovoj fazi se ufitavaju i generisu poedaci o ¢vorovima mreZze KE. Na
osnovu ovih podataka za svaki Cvor se formira vekror identifikacije ID i na
osnovu tih vektora sraunava se broj jednacina sistema.

Spoljasnje opterecenje za evaki vremenski korak se uCitava 1 smesta
na traku. Takodje se u ovoj fazi ulitavaju i generisu podaci o elementima 1
materijaiima. Za svaki konaéni element formira se po jedan vektor LM na osnovu
koga se moZe odrediti koje gvorove koji element povezuje i koje su odgovarajuce
jednaline za taj element. Ovi vektori omogucuju veoma jednostavno pakovanje glo-

balne matrice krutosti sistema KE.
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2) Formiranje i skupljanje elastifnih matrica

Organizacija programa je takva da se matrice krutosti elemena sa li-
nearnim vezama napona i deformacija rafunaju samo jedanput. Ovako sracunate mat-
rice krutosti skupljaju se u globalnu matricu krutosti linearnih elemenata i u
kompaktnoj formi se msedtaju na traku.

3) ReSavanje u koracima

U ovoj fazi se formiraju matrice krutosti nelinearnih elemenata a
zatim se u kompaktnoj formi smedtaju na trake koje odgovaraju nelinearnim ele-
mentima. Matrice krutosti se racunaju numericki koriScenjem Gaus-ove numericke
integracije. Broj tataka numeriZke integracije u elementu bira se po volji i
kreée se od 4 do 16 tacaka.

Radi ito efikasnijeg rada programa, proralun je napravljen tako da
ce vréi tzv. dinamigko otvaranje prostora za pojedine vektore i matrice. Svi ele-
menti koji nisu trenutno neophcdni za proracun sme§taju se na trake tako da se
stvara ve¢i radni prostor. Na ovaj naCin znatno se povecava kapacitet programa
i brzina rada.

Program nastavlja sa radom spajanjem linearnih 1 nelinearnih matrica.
7atim se nanosi prvi inkrement opterecenja i reSava sistem jednagina. Iz pomera-
nja &vorova se srafunavaju dilatacije u svim tackama numericke integracije. U
savisnosti od izabranog modela materijala sralunavaju se naponi i ekvivalentne
Zvorne sile. Zatim se primenom modidikovanog Newton-Raphson-ovog postupka u ite-
racijama dobija reSenje za pomeranja koje zadovoljava i jednacine MKE i konstruk-
tivne relacije materijala.

Program DIS sadrzi dva tipa elemenata 1 to: dvodimenzionalni {zopara-
metarski element i kontaktni element.

Programom se mogu re3avati problemi koji se nalaze u uslovima rotacij-
ske simetrije i u uslovima ravnog stanja deformacije.

U program su ugradjeni slede¢i konstitutivni model materijala:

1) linearno elasticni
- linearno elasti¢ni izotropan
- Jinearno elastican anizotropan

2) hipoelasticni
- hipoelasti¢an model Duncan-Chang-a
- model sa promenijivom K. i G,
- nelinearno elastican model sa iskljuivanjem zatezanja
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3) elastoplasticni modeli

- elastoplastiéni Von Mises

- elastoplasticni Drucker-Proger
- elastoplastiini Mohr-Coulomb

- elastoplastiéni model sa kapom.

0d kontaktnih elemenata u program je ugradjen dvo&vorni kontaktni
element sa nelinearnim vezama izmedju napona i relativnih pomeranja.
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5. PRIKAZ EKSPERIMENTALNE ANALIZE

5.1. UVOD

U okviru ovog rada izvrdena su i sopstvena eksperimentalna ispitiva-
nja ponasanja aksijalno opteredenih 3ipova. Mada se u 1iteraturi moZe naéi veliki
broj publikovanih rezultata eksperimentainih ispitivanja 3ipova, autor je se
odluéio da izvrdi sopstvena istraZzivanja iz sledecih razloga:

- Najcedce publikovani rezultati eksperimentalnih ispitivanja 3ipova
nisu kompletni. Zbog ogranilenosti prostora i11 iz raznih drugih razloga, autori
radova najcedce prikazuju samo odredjene delove rezultata eksperimenata koji su
njima najinteresantniji.

- Skoro redovno iz ovakvih radeova se izostavljaju rezultati labgrato-
rijskih ispitivanja, uzoraka tla, vec se obi&no prikazuju usvojeni parametri neo-
phodni za konstituisanje odgovarajuceg modela tla.

- Po mi&ljenju autora, korisno je pored teoriskih razmatranja izvrdi-
ti i eksperimentalna ispitivanja jer se samo tako posmatrani problem moZe sagle-
dati kompletno.

Program ispitivanja obuhvata, jspitivanje ponadanja tri budena 3ipa
pod aksijalnim opterecenjem do loma. Osim toga izvr3eno je i detaljno laboratori-
sko ispitivanje uzoraka tla neophodno za formiranje konstitutivnih modela tla.

5.2, ISPITIVANJE 3IPOVA
5.2.1. Izvodjenje dipova

Sipovi su ispitivani u dvoristu Gradjevinskog fakulteta u Beogradu.
Iz organizacijskih i finansiskih razloga odlueno je da se 1spitivanje 1zvrsl na
navedenoj lokaciji.

Ukupno je izvedeno tri budenja 3ipa pre¢nika 0,27 m i duZzine 3,0 m.
Sipoye je izvela radna organizacija “Geosonda"” iz Beograda. BuSenje je izvrseno
maginskom garniturom, kori&cenjem odgovarajuéih svrdala. Na ovaj nalin dobijene
su vertikalne budotine sa rovnim jzvodnicama, poito je materijal u kome se 1zZvo-
de §ipovi les. Posebna paZnja posveéena je obradi busotind u nivou baza §ipova.

U toku istog dana izvr3eno je betoniranje $ipova. Sipovi su betoni-
rani betonom MB30 sa dodatkom superplastifikatora, Na ovaj naéin smanjen je vodo-
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cementni faktor a povecana je ugradljivost betona. U toku betoniranja Sipova

u njih je ugradjena oprema za merenje raspodele aksijalne sile po duzini Sipa.
Sipovi su izvedeni od nearmiranog betona s tim 3to je u gornjoj zoni, da bi se
spre¢ilo eventualno cepanje glave §ipa, na duzini od 60 cm ugradjena spirala
$6/10.

Glave §ipova su posebno obradjene, na taj nacin 3to je naknadno
dobetoniran sloj exmala debljine oko 8 cm. Na ovaj nain dobijene su ravne povr-
Sineglava 3ipova koje su neophodne za nanoienje opterecenja na $ip i postavlja-
nje instrumenata.

5.2.2. Opterecenje Sipova

Ispitivanje 3ipova izvrieno je statiCkom metodom, na taj nalin Sto
je na glavu 3ipa nanodenoc mirno staticko opterecenje. Iznad Sipova uradjena je
platforma (nanosna skela) preko koje je nastagan teret( balast) od betonskih
blokova. Montazu skele i balasta od betonskih blokova izvr3ila je RO »gjygofund"’
iz Beograda.

Da bi sva tri $ipa mogla da se ispitaju sa jednim poloZajem tereta,
$ipovi su izvedeni u jednom pravcu na medjusobnom odstojanju od po 2,50 m. Pred-
vidjeno graniéno opterecenje na 3ipu bilo je 150 kN tako da je bilo neophodno
formirati balast tezine preko 300 kN. Na slici 1 prikazan je izgled nanosne skele
i balasta.
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Nanodenje opterecenja na §ip izvrSeno je preko hidrauliCkih presa.
Na 3ip su postavljene 4 prese kapaciteta 150 kN. Iznad ovih presa postavljena je
metalna ploca, a iznad nje elektronski dinamimetar za merenje sile yoji se odupi-
re u glavni nosaé tereta. Svi ovi detalji prikazani su na sl.2.

5.2.3. Merenje zavisnosti opterecenja 1 sleganja 5ipa

Programom za ispitivanje Sipova predvidieno je da se sila na $ip
nanosi u inkrementima od 1/10 Pgr’ tako da su inkrementi iznosili 15 kN. PoSto
je za merenje sile koriscen elektronski dinamometar kapaciteta 200 kN 1 sa tac-
noi€u od jedne mikro-dilatacije, bilo Je moguce veoma precizno kontrolisanje
nanesene sile.

Sleganje glave 5ipa, mereno je sa cetiri ugibometra, duZine hoda
50 mm i sa ta&noicu od 1/100 mm. Ugibomeri su bili pri¢vriceni na nezavisnu
cevastu skelu.
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Ova skela bila je oslonjena dovoljno daleko od $ipa tako da je sle-
ganje oslonackih tagaka skele usled sleganja Sipa zanemarljivo malo.

Posle nanoienja inkrementa opterecenja u toku od jednog Zasa, vrse-
no je oitavanje sleganja na ugibomeru i to u vremenu od 5, 10, 20, 30, 45 i
60 min. Novi inkrement opterecenja nanoden je u vremenu kralem od jednog Casa
u slucajevima kada su razlike sleganja na ugibomerima izmedju dva olitavanja
bile manje od 0,02 mm, s tim 3to nijedan inkrement opterecenja nije trajao kra-
¢e od 30 min. Kod sva tri ispitivana &ipa pri opterecenju preko 120 kN nastalo
je naglo tonjenje $ipova, tako da nije bilo moguce odrzati zahtevanu siju na
presi, odnosno sa tonjenjem $ipa sila je naglo opadala. Maksimalno sleganje §i-
pova iznosilo je izmedju 30 i 40 mm.

5.2.4. Merenje raspodele sile po duZzini $ipa

Raspodela aksijalne sile po duzini $ipa merena je pomocu meren#h
traka koje su bile ugradjene u &elicnu cev. Celilna cev preénika 60 mm i deblji-
ne zida & = 3,5 mm uradjena je iz komada duZine 60 cm. Nastavljanje ovih komada
izvréeno je pomo€u narezanih navoja na njihovim krajevima, 3to je omogucilo do-
bro dihtovanje i pravilno prenosenje sile bez pomeranja.

Unutar cevi u svakom preseku zalepljene su po tri merne trake pod
uglovima od 120°. Svi kabloyi od traka provuceni su kroz cev. Pored ovih traka u
cev su ugradjene i po dve kompenzacijone merne trake. Na ovaj nadin merenje
dilatacija odnosno aksijalnih sila po duZzini Sipova omoguceno je u pet preseka.
Na s1. 3. %ematski je prikazan raspored mernih mesta po duzini 3ipa.
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0¢itavanje dilatacija u mernim trakama vrseno je neposredno pre i
posle nanosenja svakog inkrementa opterecenja.

5.2.5. Prikaz i analiza dobijenih rezultata

Kao §to je napred receno, unutar svakog inkrementa opterecenja u
propisanim vremenskim razmacima vr3eno je oCitavanje sleganja, kao prosecna
vrednost na sva Getiri ugibomera. Podto za svaki inkrement opterecenje nije
stajalo podjednako dugo, vr3eno je preracunavanje sleganja unutar svakog inkre-
menta, tj. odredjivano je ono sleganje koje je se moglo ocekivati posle beskonacC-
no dugog vremena u svakom inkrementu opterecenja. Izmedju sleganja unutar inkreme-
nta opterecenja i vremena usvojena je hiperbolitka zavisnost u sledec¢em obliku:
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r

AS(t) = ———— (5.1)
1+bt
Konano sleganje dobija se u slufaju kada t » = tj.
AS, =+
il = (5.2)

Vrednosti opterecdenja i na prikazani nafin preracunatih sleganja za
sva 3 ispitivana $ipa prikazani su u tabeli 5.1.

Tabela 5.1.

Sila sleganje |mm|

TN 3ip br.1 Sip br.2  &ip br.3 $

0. 0.00 0.00 0.00

15. 0.14 0.16 0.14
3G. 0.38 0.39 0.37
45. 0.61 0.80 0.78
60. 1.31 1.47 1.59
75. 2.31 2.83 2.53
90. 4.47 4.77 4.62
105. 9.76 9.37 9.91
120. 22.27 18.98 20.79

Na osnovu dobijenih rezultata moZe se zakljuCiti da su razlike u
ponadanju ispitivanih $ipova zanemarljivo male. Ovo se moglo i olekivati jer
su &ipovi izvedeni na isti nacin i relativno su blizu jedan drugome tako da se
more smatrati da se nalaze u istoj sredini.

Analizom dobijenih rezultata moZe se zakljuliti da se hiperbolickom
zavisnogéu mogu najbolje aproksimirati dobijene eksperimentalne krive. Prema
tome zavisnost izmedju opterecenja §ipa i sleganja vrha $ipa moZe se usvojiti u

sledec¢em obliku:

(5.3)

-
|

el

o
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KoriZcenjem metoda matematilke statistike tj. metode najmanjih kva-
drata mogu se odrediti parametri hiperbola a i b tako da zbir kvadrata odstupa-
nja izmerenih i aproksimiranih vrednosti budu minimalani. Obrada ovih rezul ta-

ta izvr3ena je na raéunarujdobijene su sledece vrednosti parametara a i bi
(tabela 5.2).

Tabela 5.2
SIP 1 SiP 1 §IP 3 PROSEENE VREDNOSTI
3, 0.0110451 0.0126410 0.0121308 0.011939
bi 0.0079523 0.0078141 0.0078849 0.00788377

Proseéna vrednost graniénih sila za sva tri ispitivanja sipa iz-
nosi:

Pgr = b5~ " 00078838 - 126.84 kN



127.

Analizom krivih sleganja i opterecenja Sipa moZe se zakljuCiti da
su one glatke, tj., da nema preloma na njima pri opterecenjima pri kojima dola-
zi do iscrpljenja kapaciteta nosivosti omotaca Sipa. Ovi prelomi su karakteris-
tiéni u slutajevima kada se $ipovi nalaze u takvim sredinama kod kojih je iz-
razena vrina ¢vrstoda pri smicanju.

Na osnovu izmerenih dilatacija u mernim trakama moguce je sracunati
napone odnosno preseéne sile u &ipu u razmatranim presecima. Kao kontrola sracu-
natih preseénih sila posluZile su izmerene vrednosti na dinamometru i sraCuna-
te vrednosti na osnovu rezultata mernih traka iz najviSeg nivoa. Razlika izme-
dju ovih sila je samo za deo sile koji se prenosi preko omotala $ipa od vrha do
najviseg preseka u kome su postavijene merne trake.

Na slici 5 prikazani dijagrami izmerenih vrednosti normalnih sila
po duzini 3ipa.
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Sa slike 5 mogu se uoditi neke zakonitosti u prenoSenju opterece-

nja. Pri nizim vrednostima opterecenja najveci deo opteredenja preuzima omotal

§ipa  85%,
opterecenja tako da omotal preuzima " 70% ukupnog opterecenja.
nje nije izvrseno u nivou baze $ipa ve¢ iznad nje 30 cm pa je potrebno vrsiti

dok pri vidim opterecenjima povecava se uCeSCe baze u prenoSenju
Nazalost, mere-

ekstrapolaciju {isprekidana Tinija).

5.3. LABORATORISKA ISPITIVANJA

5.3.1. Uvod

Pored ispitivanja 3ipova, programom je bilo predvidjeno da se izvrsi

i laboratorisko ispitivanje uzoraka tla. Na osnovu raspoioZive dokumentacije

o predhodnim geomehanickim ispitivanjima terena na ovoj lokaciji, profil tarena

prikazan je na sl. 6.

MB-426
L3°
1718
126&
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S1. 6

Na s1. 6 geoloiko-geotehnicki profil terena sastavljen je od sle-

dec¢ih 1itolodkih &lanica:
(1) Nasip, gradjevinski sut, humus 1 les sa organskim ostacima,

promenijive debljine 0,2 - 1,0 m.
(2a) Les, zaglinjeni mestimicno obogacen karbonatnim konkrecijama
i oksidima. Fe i Mn, neujednadene lesne strukture; pretezno kapilarne do sub-

kapilarne poroznosti; neujednaceno osetljiv na provlazavanje i ispiranje sit-
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nih frakcija. Pretezno je homogen i pojavljuje se u jednom do dva horizonta.
Debljine je do 6,20 m.

(2b) Pogrehena zemlja, pojavljuje se kao proslojavanje u lesnom
kompleksu u bazi lesa, nejednako obogacena sadrzajem karbonatnih kankrecija
praha i oksida Fe i Mn; tamno mrke boje; tvrda do meka mestimiéno troina; kapi-
larne do subkapilarne poroznosti; nejednako stisljiva i manje osetljiva na pro-
vlazavanje; delimiZno anizotropna; debljine do 10 m.

(4b) Izmenjeni glinoviti lapor

(4c) Iamengjeni glinoviti lapor

(4d) Lapori

Za ponaanje ispitivanih 3ipova merodavne su osobine sioja lesa (2a),
Bez namere da se detaljnije upuStamo u opisivanje 1esa navedCemo samo neke od
njegavih bitnijih karaketeristika.

Danas je §iroko prihvaceno shvatanje da je les eolskog porekla.
Prema ovoj teoriji materijal od koga je nastao les transportovan Jje vetrom za
vreme glacijacija. Lagano odlaganje Cestica praSine u uslovima relativno mate
vlaZnosti, dolazilo je do ofvrdcavanja unutrainjih veza pre prirodne konsolida-
cije pod sopstvenom teZinom, 0&vricavanje cementacijonih veza obavlja se Teplje-
njem zvrna pradine i peska glinom u karakteristiéne mase mikroagregata, Ovakav
nagin omoguéava formiranje karakteristicne makroporozne strukture lesnih nasiaga.
Karakteristicna je vertikalna orjentacija cevastog tipa poroznosti, 0d minerala
u sastavu lesa preovladjuje utedce kvarca 1 felspata, Pri promeni naponskih uslo-
va les ispoljava karakteristiCan nalin deformisanja u zavisnosti od konsolidaci-
jskog pritiska. Ponadanje se menja od krutog, oraktiino nedeformabilnog do plas-
tiénog. Pri promeni vlaZnosti les je izrazito podloZan nagiom, Cesto neravnomer-
nom, dopunskom sleganju., Na posmatranom lokalitetu les lezi preko neogenih se-
dimenata, sarmatskih 1 panonskih lapora i glina monmorilonitskog sastava, ovaj
les pripada genetski tz, padinskom tipu lesa.

Posebna paZnja bila je posvecena uzimanju neporemecenih uzoraka tla.
Neposredno pored izvedenih $ipova iskopana je istraina jama dubine .70 m Iz
ove jame izvadjene su 3 kocke dimenzija ~ 20 cm iz kojih su kasnije u laborato-
riji uzimani uzorci za ispitivanja. Pored ovih uzoraka iz boénih stranica jame
jzvadjeni su uzorci direktnim utiskivanjem okvira za opite €istog smicanja.
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5.3.2. Prikaz rezultata laboratoriskih ispitivanja

Opiti direktnog smicanja uradjeni su na standardan nadin u kutijas-
tim aparatima. Kao $to je u uvodu receno uzorci su uzimani iz bofnih stranica
temeljne jame tako da je smicanje vrieno po vertilanim ravnima u tlu. Na osno-
vu rezultata ovih ispitivanja odredjeni su potrebni parametri za formiranje
kontaktnih elemenata izmedju §ipa i tla. Opiti smicanja izvrdeni su u laborato-
riji za mehaniku tla, Gradjevinskog fakulteta u Beogradu. Uzorci su smicani pri
malim vrednostima normalnih napona, odnosno pri ocekivanim bo&nim pritiscima tla
na &ip. Ovi normalni naponi iznosili su 25,50 1 75 kN/mz. Opiti su izvodjeni ta-
ko da je svakog minuta naponsko 1/20 opterecenje pri lomu usled smicanja. Na sli-
¢i 7 graficki su prikazani dobijeni rezultati opita direktnog smicanja.

T [kN/m?)

90
6n=75kNlm2
80

70+

60T

507 6n=50kN/m2
LOT )
6n=25 kN/m
301

20

10

izéi,éé%aémnnwa 8 (mm)

Na osnovu ovih rezultata za kontaktni element, interpretacijom do-
bijenih rezuitata, usvojamo sledede parametre:
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R = 400

m = 0.89

o = 29°

€ = 10 KN/m?

Dobijena vrednost ugla unutradnjeg trenja je veca nego Sto su uobi-
Cajene vrednosti za ovu vrstu lesa. Medjutim, kako su opiti vrdeni pri neuobica-
jeno malim vrednostima normalnih napona, dobijena vrednost ugla je reaina. Ovak-
ve vrednosti ukazuju na krivolinijsku obvojnicu loma tia.

Opiti edometarske kompresije izvrieni su na dva nepcremecena uzorka.
Ispitivani su prirodno vlazni uzorci. Vlaznost uzoraka je 19% a suva zapreminska
tezina v, = 14,60 Ki/m°.

. Na s1. 8 prikazani su dijagrami edometarskog opita. Opterefenje

uzoraka vrieno je stupnjevito sa 25, zatim 50, 100, 200, 400 i zakljuéno sa 800
kPa. Veligine modula sti3ljivosti za odredjene intervale promene napona date su
u tabeli 5.3.

2550 100 200 4 QO 800

0,05+t

010T

0151

S1. 8
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Tabela 5.3
o Ms1 Ms2
0 - 25 11 286 12 346
25 - 50 9 900 9 346
50 -100 9 216 7 194
100 -200 7 968 8 247
200 -400 5 263 5 690
400 -800 5 618 5 939

Na osnovu tabele 5.3 moZe se zaklju€iti da vrednosti modula stislji-
vosti sa porastom napona ¢ imaju tendenciju nagleg opadanja do podrutja izmedju
o, = 100-200 kN/m° »

Posle toga, tendencija opadanja modula sti3ljivosti ima blazi trend,
odnosno dolazi do njegovog ustaljivanja i pri naponima 5, > 400 do blagog poras-
ta.

Za formiranje konstitutivnih modela tla, uzorci Jesa ispitivani su
i u uslovima triaksijalne kompresije CID triaksijalni opiti.

Uzorci makroporoznog lesa ispitivani su pod razlilitim konsolidacij-
skim pritiscima: 25, 40, 80 zatim 200, 300 i 400 kPa. Vreme konsolidacije bilo
je maksimum do 24 h, posle ¢ega su uzorci izlagani stupnjevitom povecanju devi-
jatora napona. Za vreme opita boéni napon ¢ zadrzavao je konstantnu vrednost.
Opterecenje je nanofeno sistemom tegova. Briina smirivanja deformacije iznosila
je od 5° u pocetnoj fazi opterefenja do 2 h za stanja biizu loma. Pored aksijal-
ne deformacije mrene su i radijalne deformacije pomoc€u prstena koji je bio po-
stavljen na jednoj trec¢ini visine uzorka. Ova laboratoriska ispitivanja uradjena
su u laboratoriji za mehaniku tla na Rudarsko-geolodkom fakultetu u Beogradu.

Rezultati triaksijalnih opita prikazani su na sl. 9. Prateli razvoj
napona i deformacija sa sl. 9 moZe se zak1juéiti da postoji razlidito ponaSanje
lesa u zavisnosti od konsolidacijskog pritiska.

Uzorci izlozeni konsolidacijskom pritisku =- < 100 kPa, pokazuju
znatno kruce ponadanje od uzoraka izloZenih konso11dacijskom pritisku I3 Z 200
kPa. Znadi da makroporozni les pokazuje znatno razlicito mehanicko ponasanje
u domenu napona @ ¢ 100 kPa od ponadanja u domenu o, > 200 kPa.

Na poénati nacin interpretacijom dobijenih laboratoriskih rezultata
opita, dobijamo sledece parametre za formiranje modela tla:
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6, - B3
A kPa
63 = 400 kPa
600 — 63 =300kPa
500 — 53=200 kPa
L00 —
300 — 63=80 kPa
= 63 =A0 kpﬂ
_
i 63 =25 kPa
200 —
100 —]
0 —— ———————————+—1 €)%
L 8 10 12 14 16 18 20
1—
=
63:80 KPa 63=400 kPa
Sia \
63525 kPO
63:300kPO
o 63=L400 kPa
vE3%e S1, 9
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1) Hipoelasticni model

a) U domenu malih napona =, < 100 kPa;

K = 500 , n

0,820 ; R.=0,80; ¢ = 26° ¢ = 10 kPa

Kur =80 G=0,18 F=0,22 d=20.

b) U domenu velikih napona o, > 200 kPaj

K=70 n=08 R;=08 ¢-= 20° ¢ = 40 kPa

Kur =350 G=0.18 F =0,22 d=14,

2) Model sa kapom

m
il

2 i , gy _
18 000 kN/m® 3 v =0.30 3 Toyr = 30. &
A =190, B =0.0015; C=110. ; D=0.00023 ;

R=2,50; W=20,06; F cuT ~ 264.34
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6. PRIKAZ REZULTATA NUMERICKE ANALIZE

6.1. UVOD

Da bi se izvrdila provera valjanosti napred opisanih teoriskih re-
Zenja, izvrsena je numericka analiza ponadanja aksijalno opterecenog S$ipa. Re-
zultati eksperimentalne analize poredjeni su sa rezultatima numericke analize.

Aksijalno opteredeni $ip predstavija osno simetricni problem. Ovaj
problem redavan je koridcenjem metoda konalnih 1 kontaktnih elemanata. Posebna
paZnja bila je posvecena pravilnoj diskretizaciji kontinuuma na konane elemen-
te. Mresom konaénih elemenata obuhvacéen je onaj domen u kome se ofekuje promena
naponsko-deformacijskog stanja u tlu. U zoni blize §ipu u kojima su znacajnije
promene naponsko deformaciskih veliZina usvojeni su nelinearni modeli tla, dok
ey u ostalom delu domena usvojeni Tinearno elastiféni konstitutivni mode 11 gia.
Kontakt izmedju $ipa i tla aproksimiran je kontaktnim elementima. Takodje, kon-
taktni elementi su usvojeni i na granici domena koji Jje diskretizovan na konac-
ne elemente, da bi se obuhvatio i uticaj ostalog dela prostora. Na sl. 1 prika-
zana je mreza konaénih 1 kontaktnih elemenata. Ukupan broj ¢vorova u mreZi je
N = 701. U ovoj analizi koriSceni su Zetvorougaoni konalni elementi sa 8 Cvornih
tacaka.

Numericka integracija vrSena je unutar elemenata u 9 tadaka nu-
mericke integracije. 0d kontaktnih elemenata korigéeni su dvolvorni kontaktni
elementi sa nelinearnim zavisnostima relativnog pomeranja i napona smicanja.
Proraéun je vrien u fazama, kako bi se na najbolji nacin simulirale promene
stanja napona i deformacija u tlu i §ipu za vreme jzvodjenja Sipa 1 za vreme
njegovog opterecenja. U prvoj fazi, racéunaju se naponi u tlu oko $ipa usled te-
sine tla i usled pritiska sveze betonske mase na tlo. Koriééenjem“ristarf opci-
je ovakvi naponi su upaméeni i u daljem proracunu kori3ceni su kao poCetni na-
poni. Zatim je $ip opterecen u inkrementima koncentrisanom vertikalnom siiom.
Inkrementi su odabrani tako da su u pofetnoj fazi opterecenja bili veCi a kas-
nije su sa porastom opterecenja smanjivani. Da bi se eliminisalo neuravnotezeno
opterecenje unutar inkrementa yriene su interacije kojihje bilo od 1-3. Zavisno
od upotrebljenog modela, efektivno vreme rada racunara DEC-20 iznosilo je
SPU = 35 - 40°.

Ovakvom analizom obuhvadeni su hipoelastiéni modeli i elastoplasticéni

modeli sa kapom.
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6.2. PRIKAZ DOBIJENIH REZULTATA

Na s). 2. prikazane su zavisnosti sleganja vrha Sipa od opterecenja.
Punom linojom prikazani su rezultati numericke analize dobijeni upotrebom hipo-
elastiénog modela sa upotrebom promenljivim parametara zavisno od veliine napona
oé. Linijom sa tackom oznaleni su rezultati numericke analize dobijeni upotrebom
modela sa kapom. Isprekidanom 1inijom oznaeni su rezultati eksperimentalne ana-
lize. Tankim isprekidanim linijama oznaleno je rasipanje rezultata numerilke ana-
lize pri malim promenama vrednosti parametra tla dobijenih u laboratoriji.

&0 90 120
==——t 3.0 t t t } : : —> P{kN]
\.\T:.\s‘~‘\\
S
=
2 \\\ ot
NG \t\\
L \'\ I~
. N
N .
N\ X
N %
r N
N\, \
NN
L T BN
\ \'\ \\i ~
N
5t ‘\\\
A
\\ _
VA
VN
\ N
% Ao
\ \
\ \
\
p \*
| ¢
|
|
1
101
v s[mm]
S1. 2

Poredjenjem dobijenih rezultata numeriCke analize sa rezultatima
dobijenim pri probnom opterecenju Sipova moZe se zakljuciti da su sleganja za-
dovoljavajuca. U poCetnoj fazi ponadanje ispitivanih 3ipova je kruce, 0dnosno
numeriékom analizom dobijaju se nedto veca sleganja. U domenu radnih opterece-
nja slaganja rezultata ovih analiza su veoma dobra. I pri veéim opterecenjima
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razlike su neito vece mada jo3 uvek prihvatljive. Bolje slaganje sa rezultati-
ma eksperimentalne analize dobijeno je upotrebom hipoelastiinog modela nego
elastoplastiénog modela sa kapom. Podto se ispitivani $ip nalazi u sloju Tesa
koji se razlicito pona3a pri niskim i visokim naponima upotrebom hipoelasticnog
modela jednostavnije je napraviti korekcije koima se ove promene mogu obuhvatiti.
Kod modela sa kapom u ovoj numerickoj analizi rafunato je sa osrednjenim vred-
nostima modula K 1 G a &to: neminovno dovodi do veéih odstupanja kod materijala
kao Sto je les.

P [kN|

Na s1. 3 prikazana je raspodela aksijalne sile po duZini Sipa. Pore-
djenjem rezultata eksperimentalne i numericke analize moZe se zaklju€iti da su
slaganja zadovoljavajuca. U poletnoj fazi opterecenja najveci deo sile prenosi
se preko omotaéa Sipa na okolno tio. U kasnijim fazama opterecenja dolazi do
iscrpljenja nosivosti omotaCa Sipa pa dodatno opterecenje prihvata baza 5ipa.

Na vrhu &ipa dolazi do male koncentracije normainih napona i napona
smicanja. U nivou baze §ipa dolazi do opadanja normalnog napona, pritiska tla
na stablo §ipa, pa zbog toga opada smicuci napon po omotadu 3ipa. Podto su is-
pitivani 3ipovi relativno kratki, (L/D° 12), uticaji ovih poremecaja su znat-
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no ve¢i nego kod dugih 3ipova. Pri opterecenju $ipa od 60 kN u tlu oko baze

$ipa dolazi do plastifikacije tla. Ova zona prostire se ispod $ipa do dubine

~ d i 2d iznad baze &ipa oko stabla $ipa. Sa porastom optereCenja ova se zona
$iri. Ispod samog $ipa formira se trougao u kome naponsko stanje ostaje u etasti-
Znom domenu. Na s1. 4 prikazana je zona plasticnosti u tlu oko $ipa pri opte-
rec¢enju od 60 kN.
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7. ZAVRSNI KOMENTARI I ZAKLJUCC!

Uporedjivanjem eksperimentalnih i rezultata numericke analize moze
se zakljugiti da numericka analiza daje rezultate saglasne eksperimentalnim,
odnosno, predloZzenom numerickom analizom postavljeni problem simuliranja na po-
nasanja aksijano opterecenog $ipa uspedno je reSen. I pored upotrebe moénih
ragunara ovakve analize jo3 uvek su sloZene pa nisu prihvatljive za prakticnu
upotrebu.

Posebnu paznju treba posvetiti  izboru adekvatnog konstitutivnog
modela tla. Mada postoji veliki broj predloZenih modela i to veoma kompleksnih
(Cam-Clay, model sa kapom,lade-ov model 1 td.) jo§ uvek nije pronadjen takav
model koji jednako uspedno uspostavlja naponsko deformaciske zavisnosti neza-
visno od vrste tla. Mali broj radova moZe se naci u literaturi koji se havi
problematikom konstitutivnih veza za Jes. U predloZenoj numericko]j analizisnaj-
bolji rezultati dobijeni su kori$cenjem modifikovanog hipoeslasti¢nog modela
Duncan-Cahng-a. Pri malim vrednostima napona cé les se pona$a veoma kruto, sa
povecanjem napona dolazi do razaranja karakteristicne lesne strukture pa se
deformabilnost znatno povecava.

Problem interakcije §ipa i okolnog tla moZe se uspesno re§iti samo
kombinovanjem metoda konagnih {1 kontaktnih elemenata.

Podto izmedju stabla §ipa 1 tla dolazi do relativnog pomeranja, koris-
éenjem MKE ovaj fenomen nemoZe se obuhvatiti.

U okviru ovoga rada napravijen je program za elektronski racunar po-
moéu koga mogu uspedno da se resavaju problemi iterakcije konstrukcije 1 tla
u uslovima ravnog stanja deformacije i rotacione simetrije,

U radu je dat predlog kako se za hipoelstiéni model tla moZe sralunati
neuravnoteieno opterecenje, ¢ime se omogucuje primena iterativnih postupaka pri
redavanju nelinearnih jednacina MKE.

U okviru eksperimentainog rada ispitivana su tri probna §ipa. Slaganja
dobijenih rezultata su zadovoljavajuca pa se dobijeni eksperimentalni rezultati
mogu smatrati reprezentativmnim, odnosno mogu posluziti za kontrolu valjanosti
numericke analize.

Da bi numericéka analiza bila uspesna neophodno je da se ona sprovodi
u fazama tj., neophodno je da se u analizu ukljuéi i uticaj nadina izvodjenja
$ipa. Kod buZenih 3ipova, zavisno od na¢ina njihovog betoniranja, potrebno je
racunati sa pritiskom sveZe betonske mase na tlo a ne sa pritiskom tla u stanju
mirovanja kako se obilno radi.

U poletnoj fazi opterecenja 3ipa najve¢i deo opterecenja prenosil se
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preko omotaca Sipa. Kasnije, sa porastom opterecenja sve viSe se aktivira baza
¢ipa u prenodenju opterecenja.

Pri vecim opterecenjima oko baze §ipa formira se zona plasti¢nosti sa
kontinualnim povrSinma klizanja koje su usmerene prema stabJu 3ipa 1 zavrsa-
vaju se na kontaktu stabla 3ipa i tla. Lom ispod baze $ipa nastaje kao Tom utis-
kivanja sa formiranjem zone klizanja oko stabla 3ipa. U nivou baze §ipa radijal-
ni napon, pritisak tla na omotaé $ipa, znalajno opada pa se zbog toga na tom de-
Tu §ipa smanjuje trenje po omotaCu Sipa.

Poito je ovakav naéin analize 1 pored koriidcenja moénih radunara veoma
slozen, u praksi se koriste jednostavniji numericki model1 u kojima se u anali-
20 uk1jucuju samo neki od navedenih fenomena ponadanja aksijalno opterecenog §ipa.
Ovakve analize mogu biti uspedne samo u slucajevima kada njihov izvrs$ilac pose-
duje veliko iskustvo i teorijsko znanje, pa izvr3i praviinu procenu bitnih para-
metara koji utiéu na ponadanje aksijalno opterecenog Sipa u syakom konkretnom

sludaju.
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